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Determinationen 3u Dreieksanfgaben. 


Dei der Behandlung planimetrischer Konftruftionsaufgaben in 
den oberen Klafjen eine8 Gymnafiums wird in der Regel das 
Hauptgewicht auf eine einfache Konftruftion und einen jtreng durcch- 
geführten Beweis gelegt, allenfalls wird noch eine flare Dar- 
ftellung der Analyjis angejtrebt, der legte Teil der Aufgabe aber, 
die Determination, wird häufig entweder ganz vernacdjläffigt oder 
wenigitens nur ganz flüchtig beiprochen. Und doch bietet gerade 
ein gründliches Eingehen auf die Grenzen, innerhalb deren die 
Auflöfung gerade no möglih it, dem Lehrer ein wertvolles 
Mittel dar, bei jeinen Schülern die ErfenntniS des inneren Zus- 
jammenhanges der gegebenen Stüde und damit das mathematijche 
Berjtändnis zu fürdern. Wenn man den Schüler veranlaßt, Schritt 
für Schritt die Konjtruftion zu verfolgen und bei jeder Linie, Die 
gezogen tft, zu prüfen, ob fie fih unter allen Umftänden ziehen 
läßt, und ob 2 Linien unter allen Umständen einen Durchichnitts- 
punft ergeben oder nicht, jo wird er nach furzer Übung meist im 
Stande fein, die allgemeinen Bedingungen für die Möglichkeit oder 
Unmöglichkeit der Zöfung anzugeben. Während man ih nun in 
den unteren Klafjen meift mit ganz allgemeinen Angaben über die 
L2ösbarfeit einer Aufgabe begnügen muß, fommt e8 in Dber- 
> Sefunda und noch mehr in Prima, wo die Kenntnifje namentlich) 
in der Trigonometrie umfafjender und ficherer geworden find, ganz 
befonder3 darauf an, die al3 notwendig und hinreichend erfannten 
Bedingungen für die Möglichkeit der Löjung in mathematischer 
Form auszusprechen, diejenigen Bezeichnungen, die noch unbekannte 
Größen enthalten, durch die gegebenen Stüde auszudrüden umd 
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zuleßt das Rejultat in eine Schlußformel zujammen zu Drängen, 
in welcher da8 Berhältnis einer der gegebenen Größen zu den 
übrigen ausgeiprochen wird. 

Da zur Konftruftion von Dreieden immer 3 von einander 
unabhängige Stüde gegeben jein müfjen, jo hat man in ver 
Determination die Beziehungen diefer 3 Stüde zu einander zu 
unterfuchen, am beiten jo, daß man 2 derjelben al3 unveränderlic 
betrachtet und das dritte als veränderih. Weldde von ven 
3 Größen man al3 veränderlih anzujehen bat, ift im Allgemeinen 
nicht von Belang; in der Regel wird man wohl diejenigen beiden 
Stüde, die am nädjften zu einander gehören, al3 unveränderlic) 
zujammenfafjen, 3. B. in der Aufgabe u, v, w die beiden eriten 
Abichnitte, oder bei a+ b, y, h die Seitenfumme und den ein- 
geichlofienen Winkel. Hauptfädhlich aber wird man ji) hier wohl 
von dem Gelichtspunfte leiten laffen, daß die Schlukformel in 
möglichit einfacher Geftalt auftreten joll. 

Sn den folgenden Blättern find die Determinationen zu einer 
Anzahl leichter und bekannter Dreiedsaufgaben entwidelt, wie jte 
in den oberen Gymnafialflaffen öfter zur Beiprechung fommen; die 
Schlußformeln jind größtenteils in Aufgabenfammlungen (wie 
Martus und Hoffmann) bereit3 veröffentlicht, jodaß aljo ein An- 
Iprud) darauf, daß Neues geboten werde, nicht erhoben werden 
faın. Da die Determination angeben joll, unter welchen Be- 
dingungen die Konftruftion ausgeführt werden kann, jo erhellt die 
Kotwendigfeit, jeder Determination erjt die Konftruftion voraus- 
zujhiden, während Analyjis und Beweis dafür nicht in Betracht 
fommen. Im Anichluß an die Determination ind jedesmal noch 
einige bejondere Fälle bejprochen worden. „Seder Lehrer der 
Mathematik wird nämlich wohl die Erfahrung gemacht haben, daß 
einzelne Schüler bei forgfältiger Ausführung der Zeichnung vedht- 
winflige oder gleichjchenflige Dreiede erhalten und nun überzeugt 
find, daß das bei der betr. Aufgabe immer der Fall jen muß. 
sch bin daher der Anficht, daß eine Entwidlung der Bedingungen, 
unter denen diefe bejonderen Fälle eintreten, nicht nur großes 
Ssntereile haben, jondern auc) für die Förderung der mathematischen 
Erfenntini3 der Schüler von großem Werte jein muß. Da die 
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Ableitung diefer Beringungen Häufig in engem Zujammenhange 
mit der trigonometrischen Auflöjung derjelben Aufgabe fteht oder 
wenigitens durch Benutung derjelben wejentlich vereinfacht werden 
fann, fo find der Beiprehung Ddiejer bejonderen Fälle noch die 
notwendigiten Formeln der trigonometrijchen Löfung vorangeftellt 
worden. Um den innigen Zulammenhang der Blanimetrie mit 
der Trigonometrie darzulegen, find bei einigen Beilpielen die in 
der Determination entwidelten Formeln aud) noch aus der trigono- 
metrischen Zöjung befonders abgeleitet worden. Schlieglich ift für 
jede Aufgabe no ein HZahlenbeijviel berechnet worden, welches 
auch die fümtlichen befonderen Fülle umfaßt und zu trigono- 
metriichen jowie zu planimetrilchen Aufgaben benugt werden fann. 

Was die Bezeichnungsweile anbelangt, jo ijt zu bemerken, 
dag AB = c al Grundlinie gewählt ift, und daß bei allen 
Linien, die nach AB gerichtet find, der Inder c weggelajjen worden 
it, jodaß alfo die Größen h, t, w foviel bedeuten wie he, te, We. 
Wo die Seiten a und b fich unterjcheiden, ift immer a als Die 
größere gewählt worden, und entiprecdhend natürlich die davon ab- 
hängigen Größen a, p, u größer al8 ß, q, v. Su der Figur, 
die für die meilten Aufgaben benugt wurde, it CD die Höhe, 
CF Winfelhalbierende, CE Mittellinie, M Mittelpunkt des Snereijeg, 
N der degjenigen Freies, der die Grundlinie von außen berührt, 
O Mittelpuntt.des Umfreies, JK derjenige Durchmeiler des leßteren, 
der auf AB jenfrecht Steht, MG und NH L AC, ML _LAB u. }. w. 


Fi; 


Gin Dreied zu Tonftenieren ans einer Seite, der zugehörigen 
Höhe und dem gegemüberliegenden Winkel, 
Gegeben c, h, >. 
Konftruktion. 
Man bejchreibt über c = AB als Sehne den reis, der / y 
al3 Beripheriewinfel faßt, zieht zu AB im Abitande h die Parallele, 


die den Kreis in G (G,) trifft, verbindet GC mit A und B, jo tt 
A ABC Da3 verlangte. 


Determination. 

Errichtet man in der Mitte E von AB daS %ot, biß e8 Die 
PBeripherie in K trifft, jo ift offenbar die Löfung unmöglich, wenn 
h>Ek it, weil in diefem Falle die Barallele zu AB den Streis 
nicht treffen fann. Sit h=EK, jo berührt die Parallele den 
Kreis in K, Bunkt C fällt mit K zufammen, das entjtehende Dreied 
wird gleichichenklig. Sit endli h <EK, jo ergeben fi) 2 Schnitt- 
punkte C und C, der Barallelen mit dem Kreife, die beiden der 
Aufgabe genügenden Dreiede ABC und ABC, find fongruent und 
liegen jymmetrifch zu EK. Um EK zu berechnen, verbinde man 
K mit A, fo it Z AKE = y%A, folglid) EK —= ch . cotg yh. ©p- 

0 


mit giebt e8, je nachdem h = > cotg y/% it, 1 Löfungen. 
2 


Trigenometrifche Löfung. 
Aus .o.E — ab Sin’y = ch’ Toll ab — 


Aus Dem 


sin y 
Sofinusjag ergiebt jich: 
2 2 2 AZ 2 ch 
a+b’=c+2abcosy = c’—+ —— .(c0syY 
sin y 
2 ab — ae 
sin y 


einmal addiert, dann jubtrahiert: 


2 ch.2 cos? yl 
za „Fy! 
sin y a AN Zi 2 sin yh cos yl, 


—= ce +2ch cotg yh, 

h 2ch.2 sin? y% 
sın y (1 Eu Mi BER c Mr 2 sin Yh COS Ya 
= — 2chtgyh. 


Somdert man in beiden Gleichungen auf der rechten Seite c? 


@+b=e+> 


(a —b’= ec — 


als gemeinfamen Faktor ab, jet an cotg y, = tg A, = tem — 
sin’ o, und zieht die Wurzel aus, jo folgt: 


a+b=velt-ttig?i) = clcos A. 
a— b=ve®il—sinp)=c.cosp. 


Befondere Fälle. 
1) Soll a=b jem, pp it a —b’=0=c—2chtgyl, 


c 
— .„ cotg yl, 


woraus fich der Grenzfall der Determination h = 5 


ergiebt. 

2) St a=M', jo wird AC=h, alph=e. cotg y. 

3) Soll a= e fein, jo folgt aus dem rechtwinfligen Dreied BDC: 
h=asin = e sin ß; da aber in diefem Falle a = y ift, 
it $?=2R--2y, mithin sind=sin2y, folglid) 
Bier sin 2ey. 


c= 1701,97 = 60.28.26. 


h ch. cotg yı | c.cotgy c.sin2y |< ch cotg yl 


1459, 12 963,38 1458,8 1354,28 
A | 59.45.47 |54.20.49 |59.45.37| 58.49.31 
© 90 |54.20.49| 89.7.16 | 74.27.0 
a ! 16889 1954,88 1701 | 1871 
b 1688,9 963,38 1676,58 1415 
a | 59.45.47 90 60.28.26) 73.9.14 
ß | 59.45.47 29.31.34 59.3.8 | 46.22.20 


2. 
Ein Dreier: zu Tonjtrnieren ans einer Seite, der zugehörigen 
Mittellinie und dem gegenüberliegenden Winkel. 
Gegeben c, t, y. 
| Konftruktion. 

Man zeichnet AB = c, jchlägt darüber als Sehne den Kreis, 
der » als Beripheriewinfel faßt, und um die Mitte E von AB den 
Bogen mit t, der den eriten Kreis in C und C, trifft. 


Determination. 


Berlängert man das Mittellot auf AB, bis e3 den Kreis in 
K trifft, jo ift die Löfung unmöglich, wenn t>EK tft. Wenn 
t < EK ilt, jo erhält man 2 Schnittpunfte G und C, und infolge 
defien 2 fongruente Dreiede, die jymmetriich zu EK liegen. Sit 
t=EK, jo fallen die Schnittpunfte GC und C, zujfammen, das ent- 
ftehende Dreied wird gleichichenklig und hat von allen Dreieden, 
die dafjelbe e und y befiten, den größten Flächeninhalt. Da EK 
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— 2 eotg yl; (mie in Aufg. 1), jo lautet die Bedingung für die 
Möglichkeit der Löfung: | 


0 
Se nachdem 2 t . c.cotg y%r, giebt es hi Löjungen. 
BO RENTE BETEN 2 
Srigonometrifhhe Füfung. 
2 2 2 
gs ift ®+b=20+< a 
| \ _2?+b—d‘ 40 — cd 
und nad) dem Cofinuzjag: 2ab = Fe 
addiert: | as 
2 2 2 48 2 BD DER 
et cosy+tc’cosy+4t 4 (1+c0osy)—c’(1—cosy) 


| 2 cos y 2 cos y 
_ 4trco® ya — e’sin’yh _4t’cos’yl, N Cie 7.) 


cos y ot eb Al At, 


jubtrahiert: 
LE COIERCCO PT AU EE I CK1EOSYy Rt Bey 
2 cos y 2 cosy 
_ dco®yh —4At’sin’ya _crcos’yh (i 4 ) 
N cos y 008 y 2 


Zur bequemeren Ausführung der logarithinichen Ausrechnung 


n ne Br, i Dt 
führt man Hülfswinfel ein: sin A = >: tg yaasino — ri tg y%. 
Dann ergiebt jih: a + b = 2t cos y) cos A 
cos y 
a—b=ce.cosyh.cos 
V cosy 


Befondere Fälle. 


1) Zür a=b wird? t= CE LAB, mithin auß A ACE: 
t=cph.cotgyh vder 2t= e.cotgy, — wie jchon aus 
der Determination befannt. 


2) Wird «= 90°, jo folgt aus dem rvechtwinkligen Dreiek CAE: 
kat 
t aa A SR b ’ 
und aus A ABC: b=e.cotgy, 
folgih = 7 + ce? cotg? y, ap AF—= ec? (1 + 4 cotg? y), 
mithin Shliegih 2t—=e.vV 1-4 cotg? y. 


3) Soll a=e fein, jo geht das Datum + = 2+, 


2 
über init 5 —+ b’; fällt man die Höhe von B aus, jo 


ergiebt fi) au8 einem der beiden dadurch hergeitellten vecht- 
winfligen Dreiede: b= 2 c cos y, demnad: 


2t=,t4e cry, 4” =e(1-+8 cos’ y), 
2t=cvV 1-+8cr;j7. 


10 
c=35 7%, y=71.56.9 


ev 148c08yI<eV 1-+4cotg?y|<e.cotgyl 


2t le.cotgy),lev 144 cotg?y 

t | 24659 21366 23802 19876 21875 
4181.46.391 ,300.25.200 1 .38..8.051 40.47.43 36 . 25 
!90,0.0) 60.2.50 7A .51 03 . 42. 62.30.35 
a |; 30468 37646 35789,3 | 37264 37591 
bh | 30468 11674 22194,7 6476 13579 


a |54.1.55| 90.0.0.|'71.56:9 | 9 So am 
ß |54.1.55 18.3.51 | 36.7.4 9.54.28 121.8.38 
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Gin Dreied zu Tonjtrnieren aus der Differenz zweier Seiten, der 
dritten Seite und der zu diejer gehörigen Höhe. 
Gegeben a—b=d, e,h. 
Konftruktion. 

1) Zeihne AB= c, jchlage darüber al3 Durchmefjer einen 
Halbfreis, trage in diefen d— BP als Sehne ein, fälle PQ _L AB, 
errihte 2h—= AR 1 AB, verbinde R mit Q, jchlage um B den 
Kreis mit BP, er treffe RQ in S, ziehe BS und errichte auf RS 
dag Mittellot, welches die Verlängerung von BS in C treffe, und 
verbinde C mit A. 

2) Beihne AB = c, halbiere e8 in E und verlängere e3 um 
BE bis T, jhhlage um T einen Halbkreis mit d, der AT in U 
und V fchneidet; errichte auf AB in E das %ot EW =, ziehe 
UW und VW und zu diefen die Barallelen durch T, welche EW 
in X und Y jchneiden, halbiere XY in K, lege den Kreis durch) 
K, Aund B, und ziehe durch) W zu AB die Parallele, welche den 
Kreis in CG schneidet, verbinde C mit A und B, fo ift A ABC 
das verlangte. 

Determination. 

Die Lölung ift immer möglich, jo lange, was jelbftverjtändlic) 
it, a—b<e ift. 3 giebt immer 2 fongruente Dreiede, die 
zu EK jymmetrisch liegen. 


EL 


Srigonometrifche Löfung. 


1) Da in der 1. Stonftruftion CA=CS=CR ift, fo ift 

Z ARS=y/, folglich im rechtwinfligen A RAQ: tg ya = AQJAR; 

LE E- 

zum if AR= 2m AO—=e RO Le de CE, 
ce? — d’ 


2) Aus dem rechtwinfligen Dreiek AEK (Konftruftion 2) folgt 
ig yk = c® EK, 2EK=EX + EY:; 


N EX — ch 
EWiz Eyawc 4’ cd 
Van e ch 
BWMEUN Ed zur 
2.cH 
2EK = 3 —n 
e— d 
era Dich 


| 3) Diejelbe Formel läht ich auch ohne Benugung der Kon- 
jtruftion rein teigonometrisch folgendermaßen herleiten: 
Erweitert man in der befannten Formel 


20 MER FORCE) 
tg yı = Ws@—'o 


den NRadifandus mit 16 (s — a) (s — b), jo folgt: 
4A(s—a)(s—b) __2(s-a).2(s-b)__(c-a-b) (c-+a-b) 


er] ryeyn s(s-a)(s-b)(s-c) 4F 2 ch 
ee ON a) LT 
m 2 ch RAN, = 


Sefondere Fälle. 


= 
auch der in der trigonometrifchen Löfung entwidelte Wert 


1) Se nachdem y = 90°, alfo ylı > 45°, ift tg yla — 1, aljo 


woraus fi) die Bepdingung a 


Se nahden h= Se ‚üty = 90°. 


Ss 


V 


2) Wenn a 


sin "+2 — sin y; da nun nach der Mollweideichen Formel 


> 90 it, pi a — PB = y, und aud) 


ar 


sın 5 


= cos yJ» 


iit, jo ergiebt fid) " cos yl» = sin y, aljo = tg yh. Erjegt man 


ia “ yl durch den allgemein gültigen, oben hergeleiteten Wert 
e? ul 


5 nn ‚ jo folgt 
! = a leo 
$e nachdem h > on 2 ‚ita = 90". 
3) Soll a = ec jein, alp a=y, po it $=180 — 2y, 
a— B=3y — 180), ne, sin .—. — 00827 


— — 4cos’ ya + 3 cos yh, . folglich nad) der oben benußten 
-Mollweideihen Formel: 


d 
3 cos ya — 4 cos’ yh = z., cos Ya, 


3 —Aco®yh—=dle, os =3— dee 
2 N A $ Da in BER a = ——, 
eos yı,— Tr vl 1 — cos’ yla er 


| d e+d 
D. Din. gr — Ban tg I, da, 
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Set man diefen Ausdruck dem für jedes beliebige Dreied 
nachgewiejenen gleich, jo folgt 
Vi ni 
det dach 
ße ed YyIe—d 
u ige cd’ 


| oder au h — Net Vee-o e+9®.| 


a — bi .d = 160, == 843 


e?—-d? e?—-d? e? — d? ce? —d? e?—d? e?—d? c—d VEN HE N UN BER 
en oa annacv Srderd 
703,15 406,31 360 | 2140,76 | 3600 624,45 


a| 69.26.7,5 |52.42.46,5/48.46.21190.0.0/94.25.54| 66.6.9 


ß\50.31. 18,5 137.17.13,5/34.18.39 [68.30.22172.41.22| 47.47.41 
v| 60.2.34 | 90.0.0 96.55  121.29.38112.52.44| 66. 6,.10 
a 311 670,7 | 638,66 |2300,75| 3770,75 843 
b 751 510,7 | 478,66 12140,75| 3610,75 683 

4, 


Gin Vreied zu fonftrnieren aus der Differenz zweier Seiten 
und den beiden KHöhenabichnitten auf der dritten Seite. 
Gegeben a— b=d,p, q. 
Aus dem Datum a — b? — p’ — q’ folgt (a +-b) (a — b) 
=(p+g.(p — g), daraus ergiebt fich folgende 


Konftruktion, 


Beihne BP=d und trage auf derjelben Geraden p— q 
—=DBOQ ab, trage daran unter beliebigem Winfel p—+ q=BR, 
ziehe PR und dazu die Parallele durch Q, welche die Verlängerung 
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von BR in S jchneidet; beichreibe um B mit BP einen Kreisbogen, 
der BR in T trifft, halbiere ST in C und beichreibe um G mit CT 
und um B mit BR Streißbogen, die fih) in A fchneiden, ver- 
binde A mit B und C, fo genügt A ABC der Aufgabe. 


Belermination. 

Dividiert man die zur Analyfis benutte leihung (a+b)(a—b) 
=p+9P—-Jduda+b>p+g jr folgta—b<p—g. 
Sobald diefe Bedingung erfüllt ift, läßt fi) dag Dreiecf immer 
fonftruieren. 

Befondere Fälle. 
1) Um zu enticheiden, unter welchen Bedingungen Z y = 90° 


it, fann man vom Cofinusfa ausgehen: 


2 ab cos y —.?’+b’— ec, 
2ab (1 — cosy) = ce — (a — b)’ 
oder 4 ab sin? yl, =-(p+q—d. 


Um das Produft ab zu eliminieren, quadriere man a+b 


BU: na 


und a— b=d, und fubtrahiere, jo folgt: 


RN EN N 
a Den 


Eingejegt und mit d? multipliciert: 
edge aPpTU 


se nachdem num y = 90°, it sin? y), =; jomit 
1. 

ARE 92, NEE Er 112 RN: | 

|® I 


55 folgt: 2ER + HR — NZO 


15 
da? = Wen Vo SD) 
eZP+—-2P+DVB, 
hei ad ee 
endlich: Senachdem d — vp+qa:vp—-vg, ty = 90°. 


Anmerfung. Für den Grenzfall 7 = 90° erhält man ein- 


facher: nad) Pythagras + = (p-+ q) Zn ang 0 


und nad) dem Datum: a? — b? an rd 
a? —=p+pg, 
b’ =q+tpg, 


ad a=vpp+tg, b=vqaPp-+ g, ud Subtraftion: 

a b=d=vpp+9—-vaP+9=vVp+uWp—-vVg. 
2) Wenn a = e fein fol, op tBC=p-+g Nah Kon- 

teuftion it BE=d-+ = ST — r ar n BS; ferner ift 


u. 3 
BS — I, folglich 


or d? NN SB 
u 


EEE ERLR, 

d=p+4a-ve+FW- td, 

d=vp+4alVpr+4-VvV2q. 
3) Zür b=e erhält man entjprechenp: 


p+g=! 


*) Sit allgemein (x — y)?>z?, jo ift nur dann x— y> z, wenn 
x— y>0, dagegn x— y<z, wenn x— y<0. Hier liegt der Iebtere 
Tall vor. 
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d=—- pP+9+V2rP+g. 
d=vp+alVY?2r—-vp+td- 
pp =225, E64 


>yp+ta.J=evyp+ga.| =yp+g. | evprg: 


a—b=d|(Yp—vg|lyvp—vallvpra-vV2p| IV P—vp+ta] 
130 119 96,667 71,6243 
243,9583 255 288,999 360,625 
113,9583 136 192,32 289 


55.:.47...54161 .55..40! 70 33.48 1 m 212 9 
22.41 28.. 4.20 |.,38 . 52.24 | So 09 
101 .'31'.6)'90'. 0 20°) 70.33. Wo 27793 


N. 8 58 


5. 


Ein Dreier zu Tonftinieren ans einer Seite, der Differenz der 
beiden andern Seiten und dem Nadind des eingejchriebenen 
Kreiies. 


Gegeben a—b=d,c, o. 
Konfiruktion. 


Man halbiert AB=e inE, trägt von E au auf EA Die 
Halbe gegebene Differenz d, —= EL ab, errichtet in L das Lot 
LM = o, beidreibt um M mit ML den Kreis und zieht an Diejen 
die Tangenten von A und B aus; bezeichnet man deren Schnitt- 
punft mit G, jo it A ABC das verlangte. 


Determination. 


Die Konftruftion läßt fie ausführen, jo lange die von A und B 
an den SreiS gelegten Tangenten jo fonvergieren, daß jie den 
Kreis einihliegen. Betrachtet man die beiden gegebenen Streden 
ce und d als unveränderlich, jo bleibt die Lage der Bunfte E und L 
auf der feitgelegten Strede AB unverändert. Läßt man nun die 
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dritte Strede o allmählig immer größer werden, jo entfernt fich 
der Punkt C immer weiter von AB; hat o eine gewille Größe 
erreicht, jo werden die Tangenten parallel, und Bunkt G liegt im 
Unendlihen. Wäcft 'o noch über diefe Grenze hinaus, fo fon- 
vergieren die Tangenten nac) der entgegengejegten Seite, der 
Kreis M wird dann nicht mehr Inkreis, fondern Ankreis. 

Sind im Örenzfalle die beiden Tangenten einander parallel, 
io ziehe man den Berührungsdurchmeffer XMY; dann entjteht ein 
Trapez ABYX, in welchem E und M die Mitten der nichtparallelen 
Seiten find, ihre Verbindungslinie EM ift Ddemmach gleich der 


halben Summe der parallelen Seiten: EM — - (AX+BY). Da 
1 c 


nun AX= AL ud BY=BL, fo ift EM = 5 APR = 5 jomit 
2 
für den Grenzfall in A LME: ML? — ME?’ — LE? oder 0? =7 ak 2 


woraus 4 oe — d — und lid 20 =vVe — d’ folgt. Wird 
2 o größer als diejer Wert, jo divergieren die beiden von A und B 
aus gezogenen Tangenten, wird 2 o fleiner, jo fonvergieren fie, 
die Bedingung für die Möglichkeit der Löfung ft alfo 


em —- di 


N Pe gi Bi Ay © 
Um den Örenzwert2o=y ® —d oder eV (£ 5 
feicht zu fonjtruieren, zerlege man den Nadicandus in das Broduft 
i Eu en fo ift für biefen Fall eYdie mittlere Borportionale 
ce+d 
2 


zu 


— BL um ._ — AL. SKonftruiert man daher über 


AB als Durchmeffer den Halbfreis und errichtet auf AB in L das 
2ot, das den Halbkreis in Z treffe, jo ift LZ der Grenzwert, den 
o nicht erreichen darf. 


Zrigonometrifche Löfung. 
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Befondere Fälle. 


I), er y= VW sido =s—-ce — ‚ aljo 


2e=a+tb— c. Hterm it die Unbefannte a + b dur) Die 
gegebenen Größen auszudrüden. Nac) dem PByth. Lehrjabe er- 
hält man: a? + b’ = c?; durch) Dundrierung von a— b=d folgt: 


?—2ab+P—=d 
2aıb="—d, 
?+2ab++P=-20*—d, 
arb=y2e-@), 
mithin 2 =vVv2d—d—c. 


a+b—c 
2 


2) Fit a = 0 wide sat rd 28 
aljo 2 =tc—d. 


I gra—=ciftta—b=c—hb=d alob=c—d, 
oleihH2s=2b+c—d=3c—d;fmrs—a=s —c 
Bi Namen tm ee 


—— 


2 2 2 
Somit geht die allgemein gültige Sormel 


‚Ye ZIEII a 
N 
e=V Aßc--A) ' 
oder 2e =(c—d). a. 


4) Zür b= ec erhält man ähnlid) 


20=c+9V 24. 
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a b >= de 24, 1 = 123. 


2.2 = y2e-B—-c =c—d c+d e—-d |<ya—ai=y ce? —d? 
“ 24,642 49,5 3c—d 3c+d| 38,6267 60,318 
32,3115 36,89 


98,142 327,2 | 123 147 | 159 ı AGIBC 
74,142 303,2 99 123 135 

52.55.50 90. 166.16.9173.23.24| 75.55.50|101.15.4 

BITRA 10 Bier 06.10.9 53.18.1 15.31.2 78.44.56 


ea) 


9%. 22.4.54|66.16.9153.18.181 48.37.26) 0.0.0 


6. 


Ein Vreiek zu Tonjtrnieren aus einer Köhe, der Differenz der 
durch fie anf der zugehörigen Seite hervorgebracdhten Abjchnitte 
und der Differenz der Winkel, die diefer Seite anliegen. 


Gegeben hp — q=2d, a— P=ö. 


Konftruktion. 


Beihne BPP=p—q=24d, beichreibe darüber al Sehne 
den Kreisbogen, der a — B = 6 al3 Peripheriewinfel faßt, ziehe 
zu BP im Abjtande h eine Parallele, welche den Kreis in C 
jchneidet, jchlage um C mit CP einen Sreisbogen, der die Ber- 
lfängerung von BP in A jchneidet, verbinde C mit A und B, fo 
genügt A ABC der Aufgabe. 


Determination. 


E3 fommt darauf an, daß die zu BP gezogene Barallele den 
Kreis über BP trifft, was nur dann der Fall ift, wenn h nicht 
Heiner it al3 daS auf der Mitte von BP bis zum SKreife er- 
richtete Lot QR. Sit h= OR, fo fällt GC mit R zufammen und 
A mit B, das Dreieck reduziert fich alfo auf die Strede BC. Sit 
h <QR, jo jchneidet die Parallele den Kreis in 2 Punkten. 

IE 
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Benugt man zur ferneren Konftruftion den recht? von QR liegenden 
Punkt C, jo fällt A recht$ von B, e3 entiteht ein dem eriten 

fongruentes Dreied, in welchem nur die Eden A und B vertauscht 
find, jo daß au ö = PB — a ilt. DBerbindet man R mit B, fo 


ift Z BRQO = öl,, BO — I — d, aljo QR—d cotg öh; 
demnach fann die Aufgabe nur gelöjt werden, wenn 
h <.d cotg ÖJ; ft. 


Srigonometrifche Löfung. 


Sn jedem Dreiek it cotg $ = p/h, cotga = q/h, folglid) 
p—q4__2d,cosßsina—cosasinß 2d 


Er oe sin a sin ß h 
Da der Zähler = sin ö tft, fo folgt hieraus: 
sin a sin ß = Brei 
oe 


Multipliziert man diefe Gleichung mit 2 und fubtrahiert fie 
von cosa cos ß + sina sin ß = cos ö, So folgt 


cos a cos ß — sin a sin P = cos 0 "N, 
Die infe Seite it = cos (a + Pf) = — cos y, demnach 
ergiebt fich 
608 y= 2. sin 6 — cos 0. 
Sest man h/d = tg A, jo folgt 
ee cos (A + 0) 
tg do — ai ne 
cos y gAsin cos a 
0 — 
RR cos (180° — |? + 8] ) 
cos A 
cos (A + ö) 


oder einfadher: cos +) = — cosy =+ 


cos 4 
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Befondere Fälle. 


1) Errichtet man auf BP in P daS Lot, bis e3 den Streis 
in S fchneidet, fo wird a —= 90", wenn h—= PS wird, denn dann 
fällt G mit S und A mit P zufammen. PVerbindet man S mit B, 
joift ZBSP = ö, demnad PS—=h=2deotg ö. Sith>2dcotgö, 
jo wird a > 90". 


2) Soll y = 90° fein, jo wird AB Durchmefjer des Um- 
freies; verbindet man den Mittelpunft O dejjelben mit GC und 


fälft CD_LAB, fo it ZOCD=6 md Do = -4d, 


folglid h = d cotg ö (aljo Halb jo groß wie im vorhergehenden 
Sale). Sit h<dceotg ö, fo it y > 90. 


3) Wenn a=c, alop a=y wird, fp it2a + $ = 180), 
und da a— = 6 gegeben ift, jo folgt «= 60° + ', 6 und 
ß= 60° — ”),6. Da nun cotg ß = p/h, cotg a = qfh, jo ergiebt 
fih, wenn man a und 8 durch die oben berechneten Werte aus- 
drüdt und jubtrahiert: 


cotg (60 — ?), 6) — cotg (60 + ', 6) = 2 dh, 


sin (60 +"), 6) cos (60 —*, 6)— cos (60 +"), 6) sin (60-- 1,6) _2d 
sin (60 — ?); 6) . sin (60 + '); 6) Wi 
Der Zähler der Iinfen Seite ijt sin ö, demmach folgt Die 
Bedingung 


R 2 d sin (60 — °/; ö) sin (60 + '/; 6) 


N sin Ö 


Drücdt man sin (60 — ?); 6) durch den halben Winfel aus 
und beachtet, daß 30° — '); ö das Komplement zu 60° + '); ift, 
jo geht die Formel über in 


_4dsin (80 — 'k ö) . cos’ (30 — '); 6) 


h 
sin Ö 
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p— g=2d 3a ja tele 


— deotg öla| = deotg d | <d cotgö = 2dcotgö|>2dcotgö—4dsin (30—!/36)... 


h| 943433 | 1188,08 | 495,6 | 2376,06 | 2400 1697,27 
se 90.0.0 |123.45.6|17.35.18113.29.201 65.51.46 
a |98.47.39153.47.39| 36.55.6 | 90.0.0 |92.2.59| 65.51.46 
8 |81.12.21136.12.2119.19.48172.24.42|74.27.11| 48.16.28. 
a | 2463,33 | 2011,27 | 1497,24 | 2492,6 | 2491 2274,71 
b | 2463,33 | 1472,34 | 825,07 | 2376 | 2401,5 1860,3 
ed 2492,6 | 3033,17 | 753,2 | 581,4 DI1A,7. 
7. 


Ein Dreieck zu Tonitrnieren aus der Summe zweier Seiten, dem 
von ihnen eingeichlofienen Winkel und der zur dritten Seite 
gehörigen Höhe. 

Gegeben atb=m,y,h. 


Konftruktion. 


Man zeichne AD—= 2h, trage daran in A einen Rechten und 
inD Z 90° — yh an, die freien Schenfel mögen fich in E jchneiden; 
ichlage über AE als Durchmefler einen Kreis, trage auf AD die 
gegebene Strefe m = AF ab, ziehe von F in den Frei Den 
Durchmefjer FLG, fchlage um den Mittelpunft M des Kreijes einen 
Kreisbogen mit MF, der die Verlängerung von EA in B trifit, 
und um B einen Bogen mit m*), der ED in H trifft, verbinde 
H mit B und A, errichte auf HA das Mkittellot, dag BH in G 
trifft, verbinde C mit A, jo ft A ABC das verlangte. 


Determination. 


Die Löfung ift nur möglich, wenn der StreiS um B mit m 
die Gerade ED trifft, wenn aljo m nicht Feiner ift al das von: 


*) Wenn man m nicht abheben will, jo fan man von B aus eine 
Tangente an den KreiSM ziehen und mit diejfer den a um B fclagen, 
da fie gleich m ift. 
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B auf ED gefüllte 2ot BJ. Sit m > BJ, fo giebt eg 2 Schnitt- 
punfte Hund H,, demnach auch 2 Dreiede, die fongruent find und 
iymmetrifch zu dem auf AB errichteten Mittellot Liegen. Sit m = BJ, 
fo fallen die Schnittpunfte H und H,, folglich aud) die Eden GC und C, 
zufammen, e3 giebt alfjo nur ein Dreied, und zwar ein gleic)- 


Löjungen. 


wim|lo 


ichenfligeg. Se nachdem aljo m = RJ, giebt e8 


BJ ift noch durch die gegebenen Stüde auszudrücen. 


Su ABJE ift BB=BE.sin ylı, BE=FG. Na dem 
Tangentenfate it FL:FA=FA:FG, oder 
AB:m=m:BE 
alio ABM BER maH 
Da ferner n AEAD: BE— AB=AE=2h cotg y),, jo ift 
AB=BE—2hcotg yh, 


demnach BE (BE — 2 h cotg yl,) = m? 
woraus BE =heotgyh + vl cog’ya tm, 
aljo BJ =h eos y + v h? cos? y, + m? sin? yl, 


folgt. Die Determinationsformel geht alfo über in 
m = h cos yk + v h? cos? ya + m? sin? yh. 


Löft man diefe Formel noch in Bezug auf h auf, jo ergiebt 
fich Ächließlich al8 Bedingung für die Lösbarfeit der Aufgabe: 


SH n 
Se nachdem h = - m cos yl,, giebt e3 1 Löfungen. 
ENT 2 


Trigonometrifche Föfung. 

Wie in der Determination ergeben fich die beiden Gleichungen: 
BE.AB=m’, BE—-AB=2h. cotg yh. 
Climiniert man BE, fo folgt, wenn man AB = c jet: 

e(c+2h cotg yl)= m’, 
e=—heotg ya, + Vh?cot? ya + m. 


24 
Um diefen Ausdrud für die Logarithmische Berechnung be- 
quemer zu gejtalten, hebt man im NAadifandıus m? heraus und 


jeßt = . cotg ya = cotg A, fo folgt: 


Geh Ener, I (-eotgyk) +1=—m cotgitm|/ eotg”r+1 


f BOTEN 
= —meoig A+ mjsin = (1 cos). nn Al 


2 sin Ala cos Al, 
zuleßt c=m.tgAh. 
Aus der zweiten Mollweideichen Gleichung folgt dann: 
cos ee sin y| 
DEE A 


Belondere Tälle. 


et : m, die Höhe h halbiert 


Z. y, at man.erbält bh, a.cos yl -— 5 m cos y, — wie fchon 


aus der Determination befannt. Diejelbe Bedingung ergiebt jich 
natürlich auch, wenn man in der Gleichung cos ” n BE — ‚sinyl, 


die Differenz der Winfel a — BP =0, aljo cos a — Aebt, 


und den hieraus folgenden Wert c —= m sin yl, dem oben ent- 
widelten allgemein gültigen e—= — h eotg yı + VRR cotg? ya + m’ 
gleichjeßt. . . 

2) Soll a = 90° werden, jo folgt au8 A ABC, worin AC=h 
it: ce=htgy, und wenn man AC über GC hinaus um BC bis E 
verlängert, jodaß ao AE=mıumd ZAEbEB=yhift: c=mtgyh. 
Sebt man diefe beiden Werte für c einander gleich, jo folgt 

h==mite y], cote y\. 


3) Sol a = ec werden, jo erhält man 'b —Bic’eos y, 


m 
a 
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Seßt man diefen Wert von c gleich dem allgemein hergeleiteten, 

jo folgt: 
Ra De — _ 2 2 Fo 
1+2cosy h cotg ya + Y'h? cotg’ y, + m’, 


2 
ze up 22 4 eolg! =’ cotg’ + 
m 2hcotgy, (1 +2cosy) =m(1 -+4cosy-- 4 cos’ y) 
4mcosy(1 -- cos y) 
1-+2cosy 
_2mcosy.2cos’yh.tgya__m.cosy.2sin yl cos yl 
11 2 (= + cos y) ir (cos 60° +4 cos y) 
ee m.sin 2y 
4 cos (ya + 30°) . cos (yl; — 30°) ' 


2 heotg y, = 


ae Dim —=114679,0 ==472 5 53:26, 


h <gmeosza em cosyla|=mtgy/a.cotgy<mtgy/a cotgy EEE os, 
5840,9 a 2 3336,78 2000 51971 

| 61.41 51.25.30) 12.53.26 79.32.49 | 64.23.11 

02.069.21.17153.33-17 90.0.0 ee 12.53.26 

BVAMAHSLTEH53133.17| 117:6.34 945422 34.13.8 

a 7890 1339,5 11342,22 12660 9241,4 

b 6789 7339,5 3336,78 2019 5437,6 

c 8765 | 8720,2 10840,3 | 12213,6 9241,4 


8. 
Ein Vreied zu Tonitrnieren aus einem Winfel und den Nadien 
des Um: und Anfreiles. 
Gegeben y,r, o. 
Ronfteuktion. 


Beichne Z 2 y mit dem Scheitelpunft O, jchlage um O mit r 
den Kreis, der die Schenfel von 2 y in A und B trifft, ziehe AB 
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und dazu die Varallele im Abitande o, halbiere Bogen AB in J, 
ziepe AJ und jchlage damit um J einen Kreisbogen, der die 
Parallele inM und M, trifft, ziehe JM und verlängere es, biß e3 
die Peripherie des Kreifes O in C trifft, ziehe GA umd CB, jo 
it A ABC daS verlangte. 


Betermination. 
Die zu AB im Abitande EP = o gezogene Parallele trifft 
den Kreisbogen um I in O0, 1 oder 2 Punkten, je nachdem 


2 =2Q ift, d. i. der Abftand des Scheitels des Bogens um J 


von der zugehörigen Sehne AB. Im Grenzfalle o = EQ wird 
da3 Dreieck gleichichenflig, weil C auf der Mitteljenfrechten von 
AB fliegt. Die Größe EQ ift durch die gegebenen Stüde aus- 
zudrüden. Am einfachiten läßt fi) EQ aus dem A AEQ berechnen, 
in welhen AE=ch=rsiny, und Z EQA als Bafiswinfel 
im gleichichenklign A AJQ, worin der Winfel an der Opibe 
AIQ = 90° — yh ift, gleich 45° + yA, wird. Dann ift EQ 
— rsiny.cotg (45 + yj.), mithin giebt es, je nachdem 
= 0 
1) o = sin y cotg (45 + y],) it, 1 Löjungen. 
A Ba a I re BEE TE EN ER 2 


Eine hiermit identische Formel erhält man folgendermaßen: 
&3 ift EQ = IQ — JE = JA — JE. Au A AJK erhält man 
JA=2rsin yJ, ferner aus A AJE:JE=AE .tgy,=Tsiny.tgyk 
—=2rsin yl,cosyh..tg ya = 2r sin?y), Demnach 
EOQ = 2r sin y, — 2r sin” yh = 2rsinyh (l — sin ylı) 
— 2 r sin yh 2 sin? (45 — y}ı), 
| N) 
folglich 2) o = Ar sin ya . sin? (45—yl), 1 Löfungen. 
GERRTRIEREETTETEHRLS TER IN 3 LOGRATLTETOEEN 2 


Trigonometrifche Löfung. 
e=2rsiny s—c=o.cftgy; atb=23—c; 
a a a _ b | 
2 


cos .sin yl. 
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Befondere Fälle. 


1) Soll a = 90° fein, jo verlängere man AG über C hinaus 
um BC bis R, jo it ZARB=yh, alopatb=c. cotg yh 
—2rsiny.cotgya =4Arcos’yh. Nun it allgemein 


a+b=2s— c=2ocogy, +2rsiny, 
jegt man dieje beiden Werte einander gleich, jo folgt: 
2ocotgya +2rsiny=4Ar cos’ yl, 


e=r(2 cos’ yhtg ya — sin ytgyl)=r (sin y — sin y tg ylı) 
=r.siny(l —tgy)), 
o=4rsin yl, cos 45°. sin (45 — yh). 


Dhne Benubung der allgemein gültigen trigonometrischen 
Löjung läßt fich derjelbe Ausdrud aus dem rvechtwinkligen A BAG 
folgendermaßen herleiten: Zält man o = ML _LAB, fo ift 
o=AMcos45°; in AAMJ it AM=2AJ sin (45° — ylı), 
und AJ=2[trsin yl,, demnach wie oben 

oe=4[rsin yl cos 45° sin (45 — yl). 


Anmerfung: Auh der oben gefundene Ausdrud 
oe=1t (sin y — sinytgy),) fann zur Beitimmung von o benußt werden. 
Da nämlid AE=rsiny, und EJ = Ak tg y, =tr sin y tg yl 
it, jo muß o = AE — EJ fein. Stellt man daher dieje Differenz 
dar, indem man EJ auf EA bis T abträgt, errichtet in T das 
ot auf AB, bi8 e3 den um J mit JA gejchlagenen Bogen in M 
ichneidet, zieht JM und verlängert e3, bi8 e3 die Beripherie von 
O in G jchneidet, jo läßt fich beweifen, daß A CAB der Aufgabe 
genügt und daß Z a = 90° ift. Hier möge nur der Beweis der 
leßteren Behauptung ausgeführt werden: Fällt man MU _LJO, fo 
ft A ABI JUM (IV), folglid Z EAJ = UJM = yl,, da aber 
au) JCA = y}, ift, fo ift UJM = JCA. Da dieje beiden Winkel 
die Lage von Wechjelwinfeln haben, jo muß AC || JU fein, folglich, 
da JU_LAB, auh ACLAB alo Za=M". 


2) Zür a=b gilt die Grenzbedingung der Determination 


e=trsiny cotg (45 + ylı). 
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3) Wenn a — ec it, ate eye ee 


= ah,-+ yh = y, deinmad e=ML=AM. sin yl, AM= 2 s 
—=2AJcosy, AlJ=2[tsin yj,, jomit 
gArsin ph „cos y. 
r — 123, 9==68...2D. 
r sin y cotg(45-++y/a) = ae ). 4rsin®yla.cosy<Arsinyl... 
61,1 a 59,767 30. 
a 207 246 223,7 244,01 
b 207 102,34 186,126 73,12 
c 223,7 223,7 223,7 223,7 
a 57.17.30 9%. 65 . 25 IT ATEDV 
ß 57.1780 24.35 49,10 Teen 
9. 


Gin Dreier zu Tonftrnieren aus einem Winfel, der Halbierungs- 
linie defjelben and dem Nadins des Amfreijer. 


Gegeben y, w, r. 
Konftruktion. 


Man zeichnet einen Winfl O—=2y, beihreibt um O den 
Kreis mit dem Radius r, der die Schenkel von 2 y in A und B 
trifft, halbiert Bogen AB in I, zieht AJ und darauf jenfrecht 
AP=w, beichreibt über AP als Durchmeffer den Kreis und zieht 
in Diefen von J aus den Durchmeffer OR, Schlägt um J mit JR 
den Kreis, der den um O in C (G,) trifft, und verbindet G mit A 
und B, fo genügt A ABC der Aufgabe. 


Determination. 


Der Punkt GC fan nur dann feitgelegt werden, wenn Der 
Krei® um I den um O trifft, wenn alfo nit JR>2rift. Sit 
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JIR<2r, jo giebt es 2 Schnittpunfte, die zu JOK fymmetrifch 

liegen, die entftehenden beiden Dreiede find fongruent. Sit JIR=2Tr, 

jo fallen beide Schnittpunfte G mit K dem höchiten Punkte des 

Umfreijes über AB) zufammen, es giebt nur ein Dreied, und zwar 
0 

ein gleichichenfliges. Se nachdem aljo IR = 2 r, giebt e8 1 Löfungen. 
2 

Hierin ft JR durch) die gegebenen Stücde auszudrücden. 


&3 ift IR. JQ = JA?; JQO=JR — w, JA=2r sin yl,, aljo 
JR —JIR.w— 4Arsin’y=0, 


nn Da 
JR -Yı VW tar sin? yla. 


Da die Wurzel größer als > ilt, Darf nur das pofitive Bor- 


zeichen benubt werden. 
Man erhält alfo durch Einjegung diejes Wertes: 


u 
Eur „ t4rsin YrR—2T 


und hieraus durch Umstellung und Duadrierung u. |. w. jchlieglich: 


0. 
Se nachdem w . 2 r cos? yl, ift, giebt e3 d Löjungen. 
en eg Tg 2 


Um den Grenzausdrud 2 r cos? yl, zu fonftruieren, ziehe man 
den Durchmefjer IK, der AB in E treffe, und verbinde K mit A, 
jo ift im A AEK: EK=AK cos y|,, und in AKAJ: AK=2r cosyj,, 
jomit EX = 2r cos? yl,, d. h. der größte Wert, den bei fonjtantem 
r und y die Winfelhalbierende w annehmen darf, ift gleich) dem 
Aditande des Höchiten Punktes des Umfreifes von der Grumdlinie AB. 


Trigonometrifche Töfung, 


Aus den beiden Formeln für den doppelten Inhalt des Dreiecks 
ab siny und (a + b).w .sin yl, erhält man durch Gleichjegen 
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und Kinzen: 2ab cosyh =(a+b).w. Aus dem Cofinusjage 
fann man entwideln: (a + bb? —Aabcos’yh = cd. 
Eingejßt: (a + bb”? — 2 la+b).weosyk— =0 
a+tb=weosy, tVwWceyh te, 
ß _  a-tb 


6 re & . 
Ferner cos ea rt yYh, c=2rsnn. 


Um den Wert von a + b für die logarithmifche Berechnung 
geeignet zu machen, jchreibe man 


a—+b=w cosylk + w cos yl, vin c’/w* cos? ya, 
und jebe c/w cos ya = tg A, dann erhält man nad) einigen leichten 
Umformungen: 
2 w cos yla . cos? A} 
cos 4 


a+-b= 


a—ß __w cos’ Al, 


und On ON DE 


Belondere Fälle. 
1) Sit a=b, jo ift w LAB, folglic) 
wi ch . cot Jeotg yı ==r sin y. oe y, =2ra rn 
was fchon aus der Determination befannt ift. 


2) Jr a=M0 wid a=2r, alio cosy=bj2r umd 
cos yh = bjw, folglich 22 = 


be en Bee 


— , woraus folgt: 


3) Sata ce piftam—2rsiny Z Bett Fr, 
wenn CF = w die Winfelhalbierende ift, ZCFB=y+yh= 5 y, 
aljo nad) dem Sinusja in A BCF: 


a: wen dhr ER, 
jomit w=2rsiny.sin2y/|sin’hy. 
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2 r = 61201,4; y=57.9.52 


__2rsinysin2y 


—=2r cos? yla = 2r cos y/cos yla — ae 
w sin ®a y 
47192 37792 46986 
4 51.8.6 572.94 50 51.15.26 
a 53742 61201,4 55765 
b 53742 33958,5 51423 
C 51423 51423 51423 
a 61.25.4 HD. 65.40.16 
P 61.25.4 32.50.8 57. 2..52 
10. 


Ein Vreied zu Tonjtrnieren aus der Halbierungslinie eines 
Winfels, der Differenz der beiden andern Winkel und dem 
Nadins des umgejchriebenen Kreijes. 


Gegeben wwa— B=Ö,Tr. 
Konftruktion. 


Beihne CO —=r, beichreibe damit um O den Kreis und trage 
an CO in G Z öl, an, deilen freier Schenkel die Peripherie in J 
treffen möge, trage auf CJ von C aus w=CF ab, fälle von F 
auf den Radius OJ das Lot, welches nach beiden Seiten verlängert 
den Kreis in A und B jchneidet, und verbinde A und B mit C, 
jo iit A ABC da3 verlangte. 


Determination, 

Wenn 5, > 90° it, jo fällt fein freier Schenkel außerhalb 
des Kreiles. ,„ Diefer Fall ift aber eigentlich von vornherein aus- 
zujchliegen, weil jelbjtverjtändlih die ganze Differenz 5 < 180° 
fein muß, da andernfalls ja auch a > 180° werden müßte. Ferner 
muß w<CJI jein, denn wäre w>CJ, jo würde das auf OJ 
gefällte Lot ganz außerhalb des Kreifes „Liegen, und wäre w —= (J, 
‚jo fielen A und B mit J zufammen, das Dreied ABC wide alfo 
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zur Strede CI zujammenjchrumpfen. Zur Berechnung von CI ver- 
längere man den Radius CO, bis er den Kreis in P trifft, und 
verbinde J mit P, fo it QJ=CP.cos dh —=2Tr cos dh; Die: 
Aufgabe ist alfo nur zu löjen, wenn 

WETDITCOS OR 
it. u 


Trigonometrifche Töfung. 


Verbindet man A mit J, jo ift in AAJF:AJ=2rsinyl, 
JFE=(GJ — CF =2rcosöh—w; ZJIAF=ylh, ZAFJ=a-+ yl 
—= 90° + öl, folglich nach dem Sinusjage: 

AJ:JF = sin AFJ : sin JAF 
der 2rsinyh:(2r cos öh — w) = cos öl: sin y« 


| hen ö 
Hieraus folgt: sin? y = | ‚ 


\ Ww 
sın yla == COS öl, Vi u 27 cos dh, . 


Sebt man noch hierin — sin? A, fo ergiebt fich 


Hi NEN — 
2 r cos öl, 


sin ya = cos öh «cosA. 


Belondere Fälle. 

1) Sit y = 90°, fp wird AB Durchmefjer. Fällt man dann 
noch CD _LAB, fp iftw=h | cos öf,, und da in diefem Falle in 
A CDO: h=tr cos ö ift, jo folgt w=r cos ö | cos öh. Dt w 
Heiner al3 diejer Ausdrud, jo ift y ein jtumpfer, ift w größer, 
jo it y ein fpiber Winkel. Se nachdem alfo 


= 


2) Sit a = 90°, fo ift CA = h aus den beiden rechtwinfligen 
Dreieden GAF und CAP zu berechnen: h= w cos ö,=2T cos ö, 
aljo w2rcos ö | cos öh. Sit a > 90°, jo fällt der Fußpunft der 
HöheD außerhalb des Umfreifes, demnac) ft h=wcosöl,>2r.cosd, 


w=Z2r cos ö| cos öh, ilt ‚0. 
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alfo w>2rcosöl/cos ö,, und da ebenjo für a < 90° fich 
w<2rcosö/cos öl, ergiebt, jo tft, je nachdem 


wZ2r00s ö|cos öl, tt, = 90. 


3, sita=c, In it ame hd 2.a —— $ = 180°, und Da 
a — B = Ö gegeben it, jo folgt a = 60° +!) 6, P = 60 — ?), 6. 
Sebt man diefe Werte in die für h geltenden Ausdrüde h = w cos dj, 
=asin ß, und a=2rtsina ein, fo ift: 


h= w cos ö,—2r sin a sin P=2t sin (60°-+'); 6) sin (60° —”); ö), 
2 r sin (60° + '); 6) sin (60 — °), 0) 


demna ae N RE ER N TE 
$ cos Öl, f 
Ar’s11430 512 91.,.0082. (30 311.26 
cos Öl, 
re 486,5,.0,2=:18% 551. 
1 _® a : 
un n o © es — 
(=) je) © NS) ar 2 
Os o — gi Fe | 1) un cD 
—-ı9 >) ae Neal See) n S hir 
38 a - En =8 N 
3 3 % er = 5 au 
a - au au n || 
| V 1 A 


44.12.16|140.12.32|80.24.24| 84.13 56.19.47 90.0.0 


54.27.30|50.34.50| 90.0.0 |193.45.14|66.18.20| 99.27.30 
35.32.30|31.39.50| 71.5.0 |74.50.14|47.23.20| 80.32.30 
90.0.0 |97.45.20| 18.55.0 |11.24.32[|66.18.20| 0.0.0 
791,72 | 751,64 973 970,9 890,9 959,76 
565,6 510,75 | 920,44 939,1 716,1 959,76 
973 964,1 315,47 | 192,47 890,9 0. 


oO DI m OS m &8R > | 
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11. 


Ein Dreieck zu Fonftrnieren ans zwei Seiten und der Halbierungs: 
linie de8 don ihnen eingejchlofenen Wintels. 


Gegeben 'a, b, w. 
Konftruktion. 


Beine BE = a, verlängere eg um b bi P, lege unter be- 
liebigem Winfel an BC in C die Strede w—=CQ, ziehe dazu 
durch P die Varallele, diefe treffe die Verlängerung von BQ in R, 
beichreibe um P mit PR und um C mit GP SKeeife, die jih in A 
ichneiden, verbinde A mit GC und B, fo ift A ABC daß verlangte. 


Determination. 


Die Möglichkeit der Konftruftion hängt davon ab, daß die 
beiden Kreife um P und G einander treffen. Da der Kreis um C 
durch den Mittelpunft P des anderen gehen muß, jo fünnen die 
beiden Kreife nicht ganz außerhalb einander liegen, die Möglichkeit, 
daß die Gentrale CP größer al die Summe der Nadien tft, ift 
aljo von vornherein auszufchliegen. Auch gleich der Summe der 
Nadien fann fie nicht fein, da jonjt PR und jomit au) w = O 
jein müßte. Sit die Centrale fleiner als die Differenz der 
Nadien, fo liegt der Kleinere Kreis ganz innerhalb des größeren, 
die Aufgabe tft dann alfo nicht zu Löjen; ıft CP gleich der 
Differenz der Nadien, jo berühren die beiden reife einander, der 
Berührungspunft A Liegt auf BC, das Dreied wird aljo zur 
geraden Linie; ift endlihd CP größer al3 die Differenz der 
Nadien, jo giebt es 2 Schnittpunfte A, e3 ergeben fich 2 fongruente 
Dretede, die iymmetrijch zu BC liegen. E3 muß alfo CP>PR— PC 
jein. Hier ft CP=b, und daa:a+b=w:PR nad Kon- 
iteuftion, fo ft PR=(a+b).w/a, jomit muß 


aljo w < —— fein. 
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Trigonometrifche Löfung. 


2F=absiny=(a+b)w.sin yh; sin y=2sin yh cos yl, 
kazpıb).. w 

EEE Wi 

Auch aus diefer Formel (die fich übrigens auch aus A CAP 
herleiten läßt, wenn man noh CS _LPA fällt) ergeben fich die 
2 ab 
ab’ 
fo wird cos ya > 1, alfo die Aufgabe unmöglich; ift w — 5 
jo wird cosy, =1, yh = a y= 180°, aljo daS Dreied eine 
Gerade; ijt endlih w < ka 


Aufgabe lösbar. 


demnad) cos yı = 


oben entwidelten Fälle der Determination. Sit nämlich w > 


Te jo wird cos ya <1, aljo die 


Belondere Fälle. 

1) Soll y = 90° werden, fo ift cosyh = ',vV2, aljo 
SEN Be Mlahiy 2 4 ENERUNN 
EIN SV w= Alan Für y» > 90 wird 
abv2 
a+b' 

2) Soll a = 90° fein, jo it in dem rechtwinffigen A CAF 
(worin CF = w die Winfelhalbierende tft): cos y, = bw; jet 
man diefen Wert dem allgemein gültigen gleich, jo folgt: 


R BELEINUN 
(ra aD BRUBBSER: 2 ab »V 2a 


ZIAD NIT we -ib, TE 


Diejelbe Formel ergiebt fie) auch, aber umftändlicher, wenn 
man den PByth. Lehrjag auf die Dreiede CAB und CAF an- 


wendet. Wenn a > 90° fein fol, po wid w>b Vs 


cos ya < n v2, afo w< 


a+tb' 
3) Wenn a— e fein Joll, jo fälle man BT _L AG, dann ift 


inABCT:cosy=b/23,1+cosy=2 cos y, = —— 
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COS dh — oo Dies dem allgemeinen Werte gleich ge- 
legt ergiebt: 
(@+b).w _Y2atb 
Dahn Aal, 


w= — Vaea+y. 


4) Zür b= ce ergiebt fi durch einfache Vertaufchung der 
Budhitaben: 


N. 
w=; Vbe+2n. 


a0, D-18135 


ab Val 2 _ Ban aby 2 
a SEEN IE DV a, Val (2a+-b) =,nV Perb)i< I, >> -_ 
1301,83 1827 1586,3 ge 76 en 1830 
a|45.53.12] 90. 61.0.9 62.5.44  141.26.20| 91.42.30 
ß\ 44.6.48| 75.49 57.59.42 58.57.8 39.54.54] 75.43. 
vi). 14.11 61.0.9 58.57.8 98.38.46| 12.34.30 
c|2604,53| 458,2 1870 1813 2825,53] 407,305 
12. 


Ein Dreied zu Tonjtrnieren aus der Halbierungslinie eines 
Wintels und den beiden Abjchnitten, in welche fie die gegenüber: 
fiegende Seite teilt. 

Gegeben u, v, w. 
Konftruktion. 
Beine u = BF, verlängere e8 um v bi3 A, teile BA außen 
im Verhältnis u:v in P, bejchreibe über FP al Durchmefjer 
einen Kreis und um F mit w einen Sreißbogen, der den SKtreis 
über PF in G trifft, verbinde C mit A und B, jo it A ABC 
dag verlangte. 


37 


Determination. 


Der Kreisbogen um F fann den Kreis über FP nur dann 
treffen, wenn w<PFPijl. Sitw=FP, jo fällt GC mit P zu- 
jammen, da8 Dreied wird aljo zur geraden Linie BP. Soll aljo 
überhaupt ein Dreied möglich jein, jo muß w<{PF jein. Nun 


ft PP=EA+AP=v a N jomit muß 


jein. Wenn diefe Bedingung erfüllt ift, jo giebt e8 zwei fongruente 
Dreiede, da die beiden Kreife einander in 2 Bunkten jchneiden, 
die Äymmetriich zu AB liegen. 


Trigonometrifche Löfung. 


1) Beichreibt man um A ABC den StreiS und verlängert CF, 
bi3 e3 den Kreis in J trifft, und verbindet J mit B, jo it 
ACJIB nCAF, mithina:w+FJ=w:b, woraus ab=w’+ w.F)J 
folgt; nad) dem Sehnenjage aber it w.FJ=u.v, demnad 


ab=w’+tuv. 


Da ferner alb = ujv, jo it 


?=uv(wW+uv,b=vju(w-+uv). 


2) Trägt man AG auf BC von G aus bis Q ab, und AF 
auf FB bis R, und verbindet man Q mit A und R, jo tft OR | CF 
$enn us a:b=u:v fig a—b:u—v=aınu, Di. 
BQ :BR = BC: BF), dennad ft QR:w=u— v:u, woraus 
OB ee folgt. Nun ft ferner Z QAR= ae 
Z AQR = 90° (weil AF=FQ=FR), folglich 


w(u — v) 


CH DL 
sin ZUORIAR, = SFR 


2 
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t alas) 
. Endlich ergiebt fi) aus ° N 0... 
kt LES; 

2 


— 
n 


a ge 5 a 
Selondere Fälle. 
1) Soll y = 90° fein, p ft 2+P=e}?, alfo, wenn man 
die oben berechneten Werte einjeßt: 
uvı(wW+uvn)vVuwWw+un=wW+2uv-+tv, 
(wen a 


Ä ur. y: 


I 
u-+v u-+v 


2) St a= 0’, fp wird a —b’—= ce’, alfo entiprechend 
(w- uvy (—- )=uv(wW®’+2uv-+ v”), 


3) Für a = c ergiebt fie durch Gleichjegung der Werte von 
amd: uv+W)=W+t2ur4V, 


2 3 
gan Wu 
u u 
4) Soll der Flächeninhalt Fein Marimum werden, jo muß 
bei unveränderlihem e= u- v die Höhe ein Maximum werden. 


Diefer Fall tritt ein, wenn C auf dem höchiten Bunkte des Halb- 
freifeg Iiegt, algdann ift die Höhe gleich ', FP— — . Sällt 


man die Höhe CD, jo muß in diefem Falle D die Mitte von FP, 


w 


al Te a Ge) 
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aljo CD =!DF = —— jein; dann erhält man aus dem vecht- 
ne: 


5) Zieht man durch G zur en A AB die Barallele, bis 
fie den Apollonischen Kreis zum zweiten Male in C, trifft, und 
verbindet GC, mit A und B,%fo habentdie beiden Dreiede ABC 
und ABC, gleiche Grundlinie und Höhe, folglih auchfgleichen 
Fläheninhalt.e Um die Beziehungen der Winfelhalbierenden 
w und w, in diejen beiden Dreieden zu ermitteln, verbinde man 
C mit P, GC, mit P und F, jo ift GG,PF ein gleichjchenfliges 
Trapez, folglich jeine Diagonalen C,F und CP gleich lang, mithin: 


winfligsgleichichenfligen Dreied CDF:w = 


2 
ea Be OPAFFER GR m _— WW. 


ee, 
Ei Sal 
oder w+wW= nm 


Anmerkung: &3 läßt Jich leicht beweilen, daß auc) 


Di ER 0 
2 > Te 


jein muß. 


u—=N713, vn 527 


vy 2u/u—v vyQutv)/u— —y 2 VE: 


av 
We 


599,345 100972 872,2 "2856, 95 3995,6 
997,18 | 1840,96 1240 3398,7 4762,1 
137,05 1360,7 916,52 | 2512,1 475,5 
53.31.51 90. | 68.18.40 |126.28.9) 170.10.49 
36.28.9 |47.39.26| 43.22.40 |36.28.9| 7.14.31 
90.  |42.20.34| 68.18.40 |17.3.42| 2.34.40 


367483 843620 528010 . | 1252514 367483 
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13. 


Ein Dreied zu Tonjtrnieren aus dem Amfang, einem Winfel 
und der anf die gegemüberliegende Seite gejällten Höhe. 


Gegben atb+tc=2s, y, h. 


Konftruktion. 


Man zeichnet CH= s, trägt daran in C Z yl, an und er- 
richtet in H das 2ot, das den freien Schenfel von yh in N trifft, 
Ihlägt um N mit NH und um C mit h Kreife und legt an Dieje 
eine gemeinfchaftliche innere Tangente, welche CH in A umd Die 
andere von G an Kreis N gezogene Tangente in B trifft, jo tt 
A ABC Dda3 verlangte. 


Determination. 


An die beiden Kreife um N und GC läßt fih nur dann eine 
innere gemeinschaftlihe Tangente legen, wenn ihre Centrale CN 
nicht Heiner al die Summe der Kadien ift. Sit jie gleich der 
Summe der Nadien, dann berühren die beiden Kreije einander, 
AB jteht jentreht auf CN, folglid wird A ABC gleihichenktig. 
Sit endlich die Gentrale größer al die Summe der Napdien, jo 
giebt e8 2 gemeinschaftliche innere Tangenten, die gegen CN gleich 
geneigt find, folglich auch 2 Dreiecke, die ymmetriich zu en liegen 
und fongruent find. Se nachdem alfo 


0 
CN = h+ NH, giebt es 1 Löfungen. 
2 


Kun ft NH=s.tgyh, CN=s/cosyh, folglich geht obige 
Sormel über in: 


s|cos <h+ stg ya, 


h ze S nn ar 
= cos ylı 
Drüdt man die Funktionen von yl, durch die entiprechenden 
jeines Komplementwinfel3 aus, jo folgt: | 
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1 —sinyak __1—ecos(90 —ylı) _ 2 sin? (45 — ylı) 
cosyk  sin(90 —yl) * 2sin(45 — y],) cos (45 — ylı)' 


jomit endlih: Se nachdem 


0 
h = s tg (45 — y,) ift, giebt 8 1 Löfungen. 
> SU ER VE FIR NEN. 2 


Der Grenzwert h=s.tg (45 — yl,) wird am einfachiten 
Dadurch hergeitellt, daß man den Kreis um N mit NH zeichnet; 
wenn diefer CN in P jchneidet, fo ift, wie von vornherein ein- 
(euchtet, CP der größte Wert, den bei unveränderlich angenommenen 
s und y die Höhe h annehmen darf. Um zu beweilen, daß 
CP=stg (45 —y/,) tt, ziehe man HP und verlängere dieje 
Linie, bis fie das inC auf HC errichtete Lot in Q trifft, aladann 
jtimmen die Dreiede HNP und OCN in den Winfeln überein, 
folglih verhält fi NH: NP=CQ:CP, alo CP=CQ. Da 
nın CQ=s.tgCHOQ, ınd Z CHQ = 90° — Q = 90° — PHN 


— 90" — [90° — r N= a NEUBUL IR HE, Mo ein Der 
That CP =s.tg (a5 — pl). 


Srigonometrifche Löfung. 
Do —s.tg yh;2F— 2 0.(5 7 6). c.h, daran folgt 


’ 2 S . Oe 
— (e:c=h: — —_ 
S e:ec 2 0, hieraus c Mare 


‚atb=2s—c, 


2) 3ft CD= h, jo ift Z DEF — —_ ICE = ß 


—h/CF. Fällt man NR_LAB, fo ift A CDFır NRF, fomit 

h:NR=ÜCF:NF, woraus dur) forrefpondierende Addition folgt: 
ER a N | 

h+NR:h=CN:CF, alio RR NpE 

Kun ift CN = sleos ya, und NR = NH = stg y%, folglich 


ee sig) cosyh + sinyh. 


COS 


—— 
07 
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Um diefen Ausdrud für die logarithniiche Berechnung be- 
quemer umzuformen, fanı man h/s = tg o jeben, jo folgt: 


sin Ya -+ 9), 


SM kim 
2 COS © 


Befondere Fälle. 


1) Sir a b wird cos — — 1, demnach) auch 
h EN Le 
s.esyp Hsnyp=l,h=s. A; 


aljo wie in der Determination: h=s.tg (45 — ylı). 


2) Zür a = 90° wid a — = y, jomit 


h 
cos yı = = cos ya + sin yk, 


25 .cos 45°. sin (45 — y)) 


u 
cos ylı 


Soll nicht auf die trigonometrische Löfung Bezug genommen 
werden, jo läßt jich diejelbe Formel auch folgendermaßen herleiten: 
Siıra= WW wid h=AC=CH—HA=s— HA. Da in 
diefem Falle Vieref AHNR ein Quadrat fein muß, jo tt 
AH=HN=s.tgyl, afoh=s— stgylh; der Ausdrud auf 
der rechten Seite läßt fi in den oben entwidelten umwandeln. 

Trägt man HN auf HC bis S ab, fo ilt CS gleich diejem 
bejonderen Werte von h. Zum DBeweije verlängere man NS und 


fälle darauf das Lot CT, ferner TU CS, fo ift .@ — AB NN 
— GT. cos 4b!. Sm techkwiulligen A OEN Dr 

/ CNT = 9° — yh — 45° = 45° — yhı, 
folgih CT=CN. sin (45 — y},), und da CN = sleos yl,, jo folgt: 


a ei nee 


CS 
cos yh 


|»r 


Be Wa En 
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3) Solla= c fein, jo wird = 180 — y, a— P=3y— 180°, 


cos & Re p = cos (3. yk — 90) = sin 3 y, =3 sin ya — 4 sin? yı, 
a—ß h 
und da allgemein cos a race ya + sin yl, jo folgt: 
2s (1 — 2 sin’ yl) 
h= ————— 2-2 —=23s.c08yY.t ; 
EN y.tgyh 


Um diejen Ausdrud zu fonftruieren, ziehe man von G aus 
die zweite Tangente an den Kreis um N, fälle darauf das Lot HV, 
welches CN in W trifft, verdoppele VW über W hinaus bis X, 
ziehe durch X die Barallele zu CV, bis fie CH in A trifft, fälle 
AY _LCV, ziehe ferner die Tangente AB an Kreis N und fälle 
CDLAB, p it DO=AY=W=2VW=2CV.tgyl, 
ferner CV =scosy, jomit CD=2scosy.tgyh. 

(Hieran fann man den Beweis anjchließen, daß BC = AB ilt.) 


235 — 4862, y—= 60.56. 26 


_ 250345. sin (45 —yla) 


2scos45sin (45 —y/e) 


—=stg (45 —yJa) = —2scosytgyle | < Es 
1390,28 { Auge 1389,4 0 ri 
1613 2060,25 1636,2 | ae | 2272,2 
1613 1000,75 1589,6 521 
1636 1801 1636,2 2068,8 
59.31.47 90. ' 60.56.26 106.20 .37 
59.31.47 29.3.34 | 58.7.8 12.42.57. 


| 


14. 


Ein Dreied zu Tonjtrnieren aus einem Winfel, der Höhe auf 
die Gegenjeite und dem Aadinsd des eingejchriebenen Kreijes. 
Gegeben y, h, o. 
Aonftruktion, 


Zeichne einen Wintel glei 2 R— y, beichreibe um jeinen 
Sceitelpunft M den Kreis mit dem gegebenen Radius o, der Die 
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Schenkel in & und G, trifft, errichte in diefen Schnittpunften auf 
den Schenfeln die Xote, die fich in G fchneiden, bejchreibe um C 
mit dem Radius h den Kreiß und lege an diejen und den um M 
eine gemeinschaftliche Tangente, welche die Berlängerungen von CG 
und CG, in A und B trifft, fo tft A ABC da8 verlangte, 


Determination. 

Zunädit muß h>2o fein; denn wäre h=2o, jo wäre 
die gemeinschaftlihe Tangente der Kreife um CG und M entweder 
parallel CG oder CG,, alio würde entweder A oder B im Unend- 
lihen liegen; wäre aber h<2o, jo würde der Freis um M 
nicht Snkreis, jondern Ankreis de8 A ABC werden. Kerner tft 
die Aufgabe nur zu Iöfen, wenn fic) überhaupt an die beiden 
Kreife um GC und M eine gemeinfame äußere Tangente legen 
läßt, wenn alfo die Centrale CM >h— o ilt. Der andre Fall, 
daß die beiden Kreife eine gemeinsame innere Tangente haben, 
fommt bier nicht in Betracht, weil fonft M wiederum nicht Snkreis, 
jondern AnfreisS werden wiirde. 

Fällt man MP LCD, pp ft PD=ML=o, ao CP =h—o. 
Sit nun CM=CP, fo fält CM mit GP zujammen, die beiden 
Kreife berühren einander in D, ihre gemeinfame Tangente AB fteht 
jenfrecht auf der Halbierungslinie des Winfel3 y, das entitehende 
Dreiek ift demnach gleichichenflig. Sit CM > CG, fo haben Die 
beiden SKreile zwei gemeinjchaftliche äußere Tangenten, e3 giebt 
daher 2 Dreiede, die der Aufgabe genügen; diejelben find fongruent 
und biegen jymmetrifch zu CM. Se nachdem aljo 

0 
CMZcP ift, giebt e8 1 Löfungen. 
"= 2 


Aus dem rechtwinflign A CGM [worin MG _L AC] folgt 
CM = ojsin y, ferner war CP=h— o, demnad) 


olsin yJ, - h—o,h = ojsin ya + 0, 


0 
= 2000,08 un Löfungen 
= sın yh j b) 5 


h 
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Trigonometrifche Töfung. 
Aus der Formel für den doppelten Inhalt des Dreieds 
2 22058 ech lat. die, Broportion: 2s2c—=h:e; 
2s —-c:c=h-o:o Nm it 2s — c=a-+rb, uw 


a+-b:c=cos ua :sin yh, aljo auc) cos == 


Diejelbe Gleichung fann man auch unmittelbar aus A CPM 


ableiten, worin Z MCP = _— al3 Winkel zwilchen der Höhe 


und der Winfelhalbierenden ift. Hier ift cos = —= CP/CM; 


:sinya=h—0:0. 


da aber CP=h— eo und CM = o/sin y befannt find, jo ergiebt 
fich ohne Weiteres die obige Gleichung. 


Zufag. Wird in diefer Formel (entiprechend dem Grenz- 
fall der Determination) sin yh, = ; S- - gejebt, fo folgt: 


2 3 A er a el ge 
CE Ta = i Sp. aljo 5 — 0, aljo das 


Dreied gleichjchenflig. Sit sin ya > 5 = o' jo wird in Der 
Sleihung cos Zz+= .sin ya das Produft auf der 
rechten Seite größer als 1, demnach auch cos 5 = 


Sat ludie 


Aufgabe alfo unlösbar. 


Befondere Fälle. 
1) Für a=b ergiebt fi) der Grenzfall der Determination: 
pe 20 cos’ (45 — ylı) 
sin 
2) Solla—=90° fein, fo ifth=CA=C0G+GA—o.cotgyh-+ o, 
woraus man durch Umformung erhält: 
__ 20 sin 45°.cos (45 — yh) 


h : 
sin yJa 
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3) Soll a = c fein, fo ift au) a = y, ferner = 180° — 2, 
a— p=3y— 180°, demnad) cos a — cos (3 ylh PR 90°) 


 =sin3.yh=3 sin ya — 4 sin’yh. Sebt man diefen Wert in 


RS oO co 


die allgemein gültige Gleichung für cos ein, jo folgt: 


3 sinya — 4sinyh__h—e 
sin yla 0 
4A —Asin’yh=hje, 


h = 4.o,cos’y),. 


2 up 


’ 


o=15, = 7.4.32 ° 


auen 9 ea) ap em 9 eos a 


sin yJe sin yJa sin yle 
2713,54 237,22 257,57 234. 
349,685 1047,32 583,76 1187,32 
349,685 237,22 264,48 234,11 
434,93 1020,1 583,76 1156,97 
54, 32..44 90. 76.54.32 91.43.28 
51.32.44. 13.5.28 26.10.56 41.2220 


15. 


Ein Dreied zu Fonjtrnieren aus der Summe der Quadrate zweier 
Seiten und der zur dritten Seite gehörigen Höhe und Mittellinie. 


Gegeben ?+b’=3’, h, t. 

| Konftruktion. 

Zeichne einen rechten Winfel mit dem Scheitelpunft P, trage 
auf jeinen beiden Schenfeln = PA=POQ ab, beichreibe um A 


mit AQ einen Kreisbogen und ziehe zu PA im Abftande t eine 
Parallele, welche den Kreisbogen im R jchneidet, fälle RE _L PA, 
verdoppele AE über E hinaus bi8 B, beichreibe um E mit ER 


2 0sin 45° cos (4J5— yJe) 
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einen Kreisbogen, der die zu AB im Abftande h gezogene PBarallele 
im Bunfte G fchneidet, und verbinde CG mit A und B, fo entipricht 
A ABC den Bedingungen der Aufgabe. 


Determination. 
1) Der Bogen um E mit ER trifft die im Abitande h zu 


AB gezogene Barallele in O, 1 oder 2 Bunkten, je nachdem 1. t 


it. Sit im Grenzfalle h=t, fo tft A ABC gleichichenflig, it 
h <t, fo find die 2 möglichen Dreiede fongruent und zu ER 
Iymmetriich. | 

2) muß AQ > t fein; wäre AQ =t, jp würde das von R 
auf PA gefällte Zot feinen Fußpunft in A haben, die Bunfte A 
und E und jomit auch B würden zujfammenfallen, allo A ABC zur 


2 
geraden Linie AR werden. Aus A APQ folgt: AQ?— 2 = ,, 
demnach muß s’, > t’, alfo > 217 fein. 


Trigonometrifche Füfung. 

Aus dem Datum ? + b’—= 2 —+ ch, folgt: = 25’ — At’, 
fernernac) dem Eofinusjaß:2ab cosy—=a’+b’— ’—=s’—c’—4t’—s’. 

Weiter it AF=2absiny=2ch 

— 2 Ve At 
8.) Dh Vor ir 
quadriert, addiertu.radiciert: 
2ab=vVAW AL? —- Ad LT AR — PD); 

aus + b’=s’ und 2 ab find dann die Seiten einzeln befannt. 


Befondere Fälle. 
1) Soll y = 90° fein, jo ijt t al3 Mittellinie nach der Hypo- 
tenuje gleich der Hälfte der Iebteren, folgid e=2t. Da num 
a? + b’—= c’ fein muß, pH At. 
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39) Ira=mM ftr=b’+c. Nun ift in jedem Dreied 

e=%2( +b) —4?=29°—4t, ferner hier b—=h, alio 

=’ —- = 8 — hu. mt A hehe ar 
Som —-2h% 


3). Sit ac, bp mn m A BCD: dee 


nun in jedem Dreied a und — I_v?-m jo 
ii P=;+vVt—R, demnacd) 

5) h 
e=m+{ A per =, ++ ce 


Be 
— EN ER 200, An 
— v2 ee 
vezm h’--y4® 


ee 4? 99]. 
Sebt man diefen Wert für c* dem in 2) gefundenen Werte 
e—=2s’— At” glei, jo ergiebt jich 


pP —2w+2vVe— ) ar — ha: 


miadriert. 0 — 


25 At 
ewdih ?—= s 7P—P+V@—M)A@r— mM]. 


4) Soll nod) a=b, das Dreieck alfo gleichjeitig werden, 
jo hat man in dem zulebt a. Ausdrud t=h zu jest, 


man erhält alsdanı = = 6r— lm. 


3 
Diefer Ausdruck ftimmt überein mit der befannten Beziehung 
zwilchen Seite und Höhe des gleichjeitigen Dreieds: a’ — s h’, 
Dda.dier a) 4 b’ = 2 a sr fit, 
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H=#1301, 11 U =#1315,29 


„oA. =4tr |=4tt— 2] FE Vz ”r u 
==2.18 

356177 397632 215574 991339 265088 

a 479 506,475 | 352,9125 430,17 364067 

b 356 375,645 ! 301,6975 326,03 364067 

C 561 630,58 | 183,067 430,17 364067 

a |57.56.26 53.26.12) 90.0.0 67.43.54 60.0.0 

ß ı 39.2.28 |36.33.48| 58.45.3 44.32.12 60.0.0 

‚| 3.1.6, 90.0.0 31.14.57 | 67.43.54 60.0.0 


16. 


Ein Dreied zu Fonftrnieren ans einer Seite, der Differenz der 
Dnadrate der beiden andern Seiten und der Transverjalen, 
welche die größere von diejen halbiert. 


Gegeben c, 2 — b’=d}, t.. 
Konftruktion. 


Man zeichnet AB—= ce, jchlägt darüber einen Halbfreis, trägt 
in diefen von Baus Va — b?—=d=BD als Sehne ein, fällt 
DE 1 AB, halbiert EA in F und BF in G, errichtet auf AB 
&ote in G und F, jchlägt um A einen Kreisbogen mit t,, der das 
in & errichtete Lot in H jchneidet, zieht BH und verlängert es bis 
zum Schnittpunfte C mit dem in F errichteten LXote, verbindet 
GC mit A, fo genügt A ABC der Aufgabe. 


Determination. 


ge nach dem Größenverhältnis von Va? — bh’ und ce find 
3 Fälle zu unterjcheiden. 

)®ei ve —-p<c dba << te, 
dann ift a < 90°. In diefem Falle muß AH > AG fein; denn 
wäre AH << AG, jo würde das in G errichtete Lot von dem Krei3- 

4 
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bogen um A überhaupt nicht getroffen; wäre AH = AG, {vo fielen 
die Bunfte H und G zujammen, da8 A ABC mwirde alfo zur 
Stredfe AB zufammenschrumpfen. Da AH = t, gegeben ijt, bleibt 
nur noch) AG durch die gegebenen Stücde auszudrüden. Es tft: 


AG=e—BG=e— BF; 


pre ar Lily p 2A 
2 2 2 2 
BE —=d’e, alfo 
e+d 4‘ —d_ 30°—d 
ee Te 
Bed 
N ru 


2) WennVva? — P = c, al ? —P— e ift, fo ift a = 90°, 

und G wird die Mitte von AB, in diefem Falle muß aljo 
L2> a C 
jein. 

3) HVaIB>e db 2 -Bp>d,2>Ph te, 
fo ift «> 90°. Für diefen Fall muß die Konftruftion folgender- 
maßen abgeändert werden: Man zeichnet AB —= GC, errichtet darauf 
in A das ®%bt, jchlägt um B mit Va —b’=d einen Kreisbogen, 
der diefeg Lot in D trifft, errichtet auf DB dag Lot, das die Ver- 
Yängerung von BA in E trifft, halbiert u. f. w. Im derjelben 
Were wie bei 1) erhält man wieder die Bedingung: 


RER W 
oe ‚jo lange d’ < 3 c? bleibt. 


tl, > 


Bird. da >.3.c, fo fällt der Fußpunft de Lotes GH in ‚Die 
nat 2 von BA, die entiprechende Nechnung ragiehl 
a —3c 


t, > A 
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St ®—=3 ec, fo genügt die Bedingung t, > 0. Im diefem 


leteren Falle it AH _L AB und identifch mit GH, und eg wird 
p=2c=2g. 


Trigonometrifche Löfung. 


2 2 
As ptgq=ce ww p—q=de folgt p=- ei 
e®— d \ 3° —d 
er fen it AG=c— pı= FETT. und im 
3 ce — d’\’ 
rvechtwinfligen A AGH : GH’ = 1,’ — ( 1 | . Da nun 


GH ="; he, jo ift h. befannt, und eS folgt weiter: tg a — hjg, 
ig p=hjp. 


Befondere Fülle. 


1) Solly =" werden, jo ijt a’ il unddaa?—b’= ce 
nz an RN ee — d 
2 


' 


gegeben ilt, fo folgt: a’ 


fi) aus dem vechtwinfligen n ACH :t? = ad, + b’; jeßt man 
hierin die oben berechneten Werte für a’ und b? ein, fo folgt: 


. serner ergiebt 


denmmac) 2 = 


2) Jür a = 90° wird a? — b’ = c’, allo 
Bd, 


3) Solla= ce werden, jo folgt aus a? — b’ = d’ der Wert 
b’= ce? — d’, und aus dem befannten Datum b’+ =a’h, +21’, 
wenn man a = c jeßt: b’—= 2 1, — c’,. Gebt man dieje beiden 
Werte von b? einander gleich, fo ergiebt fich die Beziehung: 


a _ cm 2d 
4 . 


4* 
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4) Soll b=c werden, fo fanı man entweder ebenjo ver- 
fahren wie bei 3) oder auch folgendermaßen: Für b=e it 
ta La, alfo in dem rechtwinffigen A AHB: = ce’ — a]. 

Addiert man zu diejer Gleichung aan, 


ae 2 
jo folgt: ty + dı, = , und daraus 
| are 
= ——. 
4 
Mi BR 3er > ur So d?>3c? 
a) ae en 
50?—-3d? 3c?-2d? 3c%—d? _ 3c?—.d? 1 d?— 3c? 
t, -V 8 -Y a - Tea a 
25,6077 27,097 


31,583 15 20 15 


36,973 41 52,2875 37,932 40 48,56 
17,72 25,06 41 19,643 23,388 36,124 


a 
b 
a) 64.23.35 1 12.12.18| 79.148 71042.9.18172307 124.5.42 
ß\25.836.25 | 35.35.24 50.22.56 | 30.8.2585. 46.561788 1.34 
Y Rn. 72.12.18|50.22.56|45.42.17| 54.13.4 27.52.34. 


17. 


Ein Dreied zu Tonftrnieren aus dem PBroduft zweier Seiten, 
der Differenz der Höhenabichnitte auf der dritten Seite und 
dem Nadins des umgejchriebenen Kreijes. 


Gegeben b=P,p— qy=2d,r. 
Konftruktion. 


Man zeichne über CD=2r ald Durhmefjer einen Halb- 
freiß, trage in diefen 1= CE als Sehne ein, fälle EF_LCD, 


trage auf diefer Linie FG = . —d ab, erridte in G das 
Lot, das den um C mit r gefchlagenen Kreisbogen in O trifft, 
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ichlage um O mit OC den Kreis, diefer treffe die Verlängerungen 
von FG in A und B, verbinde diefe Bunfte mit GC, jo ift ABC das 
verlangte Dreied. 


Determination, 


1) Da a und b Sehnen des Sreifes mit dem Radius r fein 
jollen, jo darf höchitens eine von ihnen die Zänge 2 r erreichen, 
ihr Broduft muß daher jedenfalls Kleiner als (2 r)? fein, d. h. 


vab=1<2r. 


2) Wäre FG >r, jo würde das in G errichtete Zot den 
Kreis um G nicht treffen, e8 darf alfo nidt dA>Lr jem. Sit 
d=tr, fo wird CO || AB, und da OG <r fein muß, weil andern- 
falls der Kreis um O die FG nicht treffen würde, jo muß aud) 
CF <r, fomit ud E=1<rYv2 fein. 


3) Auch wenn d<r it, muß OG<r fen Nun it 
0G=CF—- CH, CF=P/2r, CH=v r? —d,alfol?@2r— vr? —d’<r, 
demnahd P<2rt +Vr? — dd). 


Srigonometrifche Töfung. 


q vr —d 


_P— 
1) Aus sin (a — P)= SE R 
Durch Multiplication von sin a = al2r und sin f = b[2r erhält 
man: sina.sinf = abAr—=1’Ar?. Multipliziert man diefe 
Gleichung mit 2 und jubtrahiert fie von cos (a — P) = cos a cos ß 


aan 12 
—+ sin a sin ß Fe jo folgt: 


= - folgt cos(a— pP) = 


VEZE N 


cos (a + P) = cos (a — Pf) — Par = z 


Piaukı 


2) Statt cos (a + P) fann man auch cos y aus dem recht- 
winfligen A AOG berechnen. E38 ift cos y = OG/r, in der Deter- 


mination (3) war aber jchon ausgerechnet OG =!’ r — V’ — d., 


ea — Di h la tar 


demnach erhält man: cosy=!’/2 r? 


Anmerfung: Da cos y < 1 bleiben muß, fo muß jtet3 


? — d@ ale 
2 r? — vn : <1,Alb ?<2re +Vv?r-® 


fein, e3 ergiebt fich aljo diejelbe Formel wie in Determination 3. 


Befondere Fälle. 


1) St y—= 90, fo it O der Mittelpunft von AB, das 
%ot OH fällt mit GF zufammen, und aus dem vechtwinfligen 
A CED folgt: P=2r vr — dr. Diefelbe Bedingung erhält 
man, wenn man in der Öleihung für cos y den Winkel y = 90", 
alfo cosy=0 jet. Sit 7 > 90°, fo ift cosy <1, alfo au 


Yıd BR... | 
’2r? — een a 1,fomt? <2rve< a ma, 


to: nd : — dd, duty=M". 
alfo: je nachdem = ryYr it y = 0 


2) HR, par —2 H=2yrıı 
omt b=?=4Aryr — d. Bu demjelben Rejultate gelangt 
man, wenn man die in der trigonometrischen Löjung entiwidelten 
Werte von cos y und cos (a — P) einander gleichjeßt, in der Er- 
wägung, daß y=a — Pß fein muß. Soll a > 90° fein, jo ift. 
vy<a— ß, alfo cos y > cos a — ß; jet man die obigen Werte 
ein, fo folgt die Bedingung P>Ar vr — d. 


3) Zirra=cwida=y, alo2a- 8 =180%. Da man 
nun aus sin (a — ß) = d/r berechnen fann a — B = Ö, fo folgt: 
a= 60° + öl, B = 60° — °)z 6, jomit: 
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a=2rsina=2tsin(60 + ö,)=2t cos (30 — Ööj;), 
l=2r sin ß=21r sin (60 —?),6)=4r sin (30 — öj;) . cos (30— öj;), 
alfo durc) Multiplikation: 
ab =!’ = 8 r’ sin (30 — öj,) cos? (30 — Öj;). 


Anmerkung: Will man Hierin d durch die gegebenen Größen 
ausdrücken, jo fommt man auf eine Gleichung dritten Grades. 


p—q=2d= 133,52, r — 228,65 


= 4ry 7?— d?=8r?sin(30-/3)cos?(30-5/)=2r (tr + y r?—d) 


13 —2ry rd? 

En, 100009 200018 143110 204573 (max) 
a 367,544 | 457,303 416,65 452,29 

b 272,086 431,377 343,47 452,29 

C 457,3 133,02 416,65 0 

0 .532209,17 90. 65.39.32 9829211 
230230.433| 13.1.26 48.40.56 82230248 
y | 90. 10.58.94 09.39.82 0. 

18. 


Ein Dreied zu Tonftrnieren, von dem der Flächeninhalt, ein 
Winkel und der Nadins des umgejchriebenen Kreifes gegeben ift. 


Gegeben F=P,y,r. 


Ronftruktion. 


Man zeichnet einen Winkel gleich 2 y, beichreibt um feinen 
Scheitelpunft O mit dem Radius r einen Kreis, der die Schenfel 
in A und B trifft, zieht AB, fällt OE 1 AB und trägt auf diejem 
&ote von E aus EP=]|1 ab, zieht AP und errichtet darauf in P 
das %ot, e8 treffe AB in Q, beichreibt um E’ mit EQ einen Kreis- 
bogen, der EP in R trifft, zieht dur) R die Parallele zu AB, 
die den Kreis um O in C und GC, trifft, und verbindet einen 
diefer Punkte, 3.8. C, mit A und B, fo genügt A ABC der 
Aufgabe. 
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Determination. 


Der Bunft C kann nur dann feitgelegt werden, wenn Die 
Parallele duch R zu AB den KreiS um O trifft. Das ijt aus- 
gejchloffen, wenn ER > EK ift — wenn man mit K den höchiten 
Bunft des Kreifeg über AB bezeichnet. Wenn ER <EK it, jo 
giebt e8 2 Schnittpunfte (CG und G,), alfo au 2 Dreiede, die 
einander fongruent find und jymmetriich zu EK fiegen. Sit ER=EK, 
jo fallen die beiden Bunfte GC und C, mit K zujammen, e3 giebt 
alfo nur ein Dreiek, und zwar ein gleichichenkliges. Se nac)- 
dem aljo 

N) 
ERZER ist, giebt e8 1 Löfungen. 
nn 2 


Hier it ER = EQ,—= EP’JAE = Pe), = Pr ar 
da zAKE = pl}; ift, p ft EK= ch cotg ya=r.siny . cotg yJ,, 
demnach ergiebt fi) die Bedingung: 

2 0 
Se nachdem F 2 ı* sin? y cotg y/, ift, giebt es 1 Löjungen. 
BODEN EU LÄRmÄ REN DLR Den BE EEE E 2 


HBerlegt man den Grenzausdrud x? = r? sin? y cotg yl, in das 
Produ ?=r.siny.rsiny cotg yh, jo ift der erite Faktor 
rsiny=AGC, der zweite rsinycotgyk =EK, folglich der 
Grenzwert x leicht zu Ffonftruieren al mittlere Broportionale zu 
AE und EK. 


Srigonometrifche Löfung. 
‚.c=21rsiny;2.ab=4Fisin y; a + b’—.c’. + 2abreosy; 
(a+b)’—c’+2ab(1+cosy)=ec’+4abcos’y,=c’+4Fcotgyl,; 
(a—b)’—=c’—2ab (1—cosy)=e’—Aab sin’y,=c”—AF tg yl.. 
a+b=ev1i-r4Feoogyh®=cevV1-+tg?i=clcos A, wenn 
4 F in a 
Fi a —b=ev 1-AFtgAh/=cv 1—sin’p=0.005@, 
2 


DLR Dun > 
wenn em — sin’ @ gejegt wird. 
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Befondere Fälle. 


1) ra=bwwa—b=0, alp @—AFtgyh=0, 
woraus AFtgyh=4Arsin’y, F=tr?sin’y.cotgyl folgt, 
d. 1. der Grenzfall der Determination. 


2 en a 90 je, Ina — 25 D=h—2rTcosy, 
demnach F en: siny=2r?sin y cos y, oder 


Kr Sin? 2. 
3) Wenn a = c tft, jo jtF=2Sch sin yuınd b=2eccosy, 


demnad) F=2e.2:nyosy=5e sin2y. Da nun 
ce=2rsiny it, jo ergiebt jich Ichlieglich 


B+-=.2 T’ısin?:y sin, 2,Y, 


r—= 514,43, y—=73 .35 . 57 


£ r? sin? y cotg ya r?sin2y 2r?sin®ysin2y| <r2sin2y 
325560 143429 263989 123456 

| 53.12 | 41.34.31 | 50.16.54 | 39.27.36 
p 90 | 41.34.31 | 64.13.26 | 38.0.39 
a| 823,85 1028,86 987 | 1028,017 
b 823,85 290,504 557,37 250,363 

c 987 987 987 987 

a| 53.12.15 90. 73.35.57 92.19. 
ß 53.12.15 | 16.24.3 32.48.6 14.543 


Zufat. Wenn a=bift, piita—b=c.cosp=(, 
aljo cos —=0, {omit 9 = 90°. — Sit a = 90", jo it a? — b’=c); 
duch Multiplikation der beiden Gleichungen für a + b und a— b 
(in der trigonometriichen Löjung) erhält man: 


2 —b=c.cosp|cosd4. 
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Aus diefen beiden Gleichungen folgt cosp/cosA=1; da3 
ijt nur möglich, wenn Die Bea Hilfswinfel A und @ einander 


gleich Jind. 


19. 

Ein Dreier zu Tonftrnieren ans einer Seite, der Summe der 
beiden anderen Seiten und der Salbierungslinie des von lehteren 
eingejchlofienen Winfels. 

Gegeben c, a+ b, w. 
Konftruktion. 
Man zieht CFr=w, teilt CF in M nad) dem Berhältnis 
a+tb:c, über CM al3 Durchmefjer den Kreis, trägt 


in biefen 4 5 @ +b — co) = (06 = (6, als Sehne ein, verbindet 


G und G, je M, bejchreibt mit GM um M den Frei und zieht 
an diejen eine Tangente von F aus, welche die VBerlängerungen 
von CG und CG im A und B (A, md B,) trifit. 


Determination. | 
Die Löjung ift unmögli, wenn 1) = (a +b—- c)>CM 


und 2) went MF<MG ilt, in Iebterem alle, weil jonft F 
innerhalb des Kreies liegen wirde, alfo die Tangente von F aus 
nicht gezogen werden fünnte.e Wenn MF=MG it, jo jteht 
CF L AB, da8 Dreied ift alfo gleichichenflig. Sit ferner 


> (a+b—c)=CM, jo wird da Dreiel zur Geraden CF, 


Mi gleichzeitig =! wa+tb=2w il, andernfallz it Die 
Aufgabe Een 


abe 

e3 muß aljo 
arıbr.0 Na DW (a +-b+co(a+b—.e) 
en ee en. | 


ein. 
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(a+b)’. w’ abc)” 
derneriftiMF—= um gt MG = ver a2: En en 5 ), 
daraus erhält man nach einigen leichten Umformungen: 
2) w<-vVverbto)@arb—g. 
Durch Zufammenfafjung diefer beiden Bedingungen erhält 
man jchließlich: 


Egger ee on, 


Sale DGEM 


rigonometrifche Föfung. 


£08 Ah CH/OM ie _— um: Du oder 
_a+b+)@a+b-g9 


Diejelde Formel Yäßt fi) auch rein trigonometriich aus dent 
Cofinusjage herleiten, wenn man unter Benugung der Formeln 


für den doppelten Flächeninhalt des Dreieds 2 ab = I 2° w 
berechnet. 


Sclondere Fälle. 
ab 
2 

: b 
N ( erbroeang gung 


EN I — 


und w L ce, demnad) 


ergiebt jich der Grenzfall der ae 
re ei ae 


2) Für y = 90° wird cos SS WM 2, demnad) 
ee EN 
< EIER 
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3) Sta — 0 yitieyr- egt man den hieraus 


c + 
ap! 
a+tb 
Va+b’+e 


zu berechnenden Sonderwert cos ya = 


gemein gültigen gleich, jo folgt 
a+b __@+b+de+b=g 
ve+tb>+re 2w(a+b) 
und hieraus ergiebt fich: 
sa4b+9e+h- 0 ver 
2(a-+ b)’ 


a b 
oder 2 cos’ vl a Da Ta Der Fr cos yla — Ve tk Seht 


man wiederum diefen Wert von cos y, gleich dem allgemein 
gültigen, jo folgt: 


‚Ve(a+tb+o. 


a+b= 1127, c—= 943 


ı 8 
> 4: 
No) 
Q 
+ © m 
iR 268 “ 
Br 8 Ku 8 
8 EICH Ben 
Fr > 
& R 
I E-) 
563,5 920 958 943 
563,5 207 169 184 
53.12.32 IN 21927 90.0.0 84.24.6 


33.12.12 12.40.53 10.9..36 11.11.48 
Mn 90.0.0 | 79.50.24 | 84.24.6. 


SI un D- 
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20. 


Gin Dreied zu Tonjirnieren ans dem Nnfjang, einem Wintel 
und dem Kadins des eingejchriebenen Kreijes. 

Gegeben atb+c=2s,y, o. 

Konftruktion. 

Man zeichne Z y mit dem Scheitelpunft C, ziehe zu den 
Schenfeln Barallelen im Abftande o, verbinde deren Schnittpunkt 
M mit G und fälle auf einen Schenfel von y das Xot MG, trage 
auf CG von GC au s= CH ab, errichte darauf das Xot von H 
aus, welches die Verlängerung von CM in N jchneidet, bejchreibe 
um N und M Streife mit den Nadien NH und MG und lege an 
dieje eine gemeinichaftliche Tangente, welche die Schenkel von y in 
A und B trifft, jo it A ABC Das verlangte. 


Determination. 


Das Dreied ift nur möglich, wenn fi) an die beiden Streije 
um M und N eine innere gemeinjchaftliche Tangente legen 
(äßt, wenn alfo die Centrale MN nicht Feiner al3 die Summe der 
Nadien o und NH ift. Sit die Gentrale gleich) der Summe der 
Nadien, jo ift nur eine Tangente und jomit nur ein Dreieck 
möglich, und zwar ein gleichichenkliges; ijt endlich) die Gentrale 
größer al3 die Summe der Nadien, jo giebt e8 2 gegen CN gleich 
geneigte Tangenten, demnach auch) 2 fongruente Dreiecke. Se nachdem 

0 
aljo MN = o-+ NH, giebt es 1 Löfungen. 
| 2 
_ NH—MG _stgyh—e 


Kun it NH=stgyh, MN pt AnEH 
demnach s tg ya — 0 = (e + stgyh) - sin yh, 


1 — sin yh 
Best . oo —— ; 
En 8 yl» 1 + sin yh 


0 


ihließtich 0 Z 5 tg ya. 1g? (49° — pl), I Löfungen. 
Ten AN SRRTARREETTE NE IR IR" ETA RRREE AN NER Eu BE 2 
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Das Marimum von o fanın man folgendermaßen fonftruieren: 
Man zeichnet Z y mit bem Sceitelpunft C, macht den einen 
Scenfel CH=s, errichtet darauf in H das Lot, das die Halbierungs- 
linie von y in N trifft, halbiert Z HNC, die Halbierungsfinie treffe 
CH in A, errichtet auf NA in A daS %ot, das CN in M treffe, 
und fällt MG _LCH, jo läßt fich beweisen, daß 


MG =s.tg yh.. tg? (45° — ylı) ift. 


Trigonometrifche Föfung. 


s—c=ocogyl; atb=s+ß—c)=s-+t ocotgyh; 
Bean 
2.1 NAH RNG 


[=s—s— ()=s—o cotg yl; cos“ sin yla 


_s4+ecotg yh 
ss —ocotgyh' 
ih nach einigen leichten Umformungen: 


ee) 
2. sn@—P)' 


‚sin ya. Seht man os = tg Y, jo ergiebt 


cos sin yla. 


Befondere Fälle. 


1) Jüra=b wid cos - Ara — 1, mithin auch der oben 


2 

S An og cotg yla 
o cotg yl, ' 
Grenzfall der N ableiten läßt: 


—steyh.tg ar Fr). 


entwidelte Auzdrud sin yk = 1, woraus fich der 


2) Soll a—= 90° werden, fo tft a— B==y, cos n- Ku. yh, 
stocotey: _ , soo 
demnach cos NO LIY nn tn 
 : be 
oreote ya en de 
S Am tg yk = tg (45 vl)» 


e=s.tgyh.tg (45 — yh). 
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3) Fir a=e wid *T 908» Folglie 


cos - 2: P —= 3 sin yh — 4 sin? y|,, jomit 
OBEN, 
ste cotg yh _ 3 sin Ya 4 sin Kae N PRHEAR 
s — o cotg y/a sin ylı 


daraus erhält man durch Auflöfung nad) o: 
e=s.tgiyh.cotg'y. 


Anmerkung. Wenn y < 60° it, jo wird nicht a, jondern 
ZC. 


s = 1234, y=50.12. 48 


s.tgyla.tg°(45—yla)|s.tgyfatg (45 — yle)| stg?ylacotgy | <stgylatg(45 —Yle) 
233,717 209,24 225,637 180 


p 10.43.29 | 94.371°224.H94 3.10.021..43 8.17.56 
a 866,39 | 1024,76 963,06 1085,64 
b 866,39 | 655,78 152,47 532,5 

c 135,22 787,46 7152,47 849,86 

a 64.53.36 90.0.0 7191,34,241 1.101.302.18 
ß 64.53.36 39.47:12 :|/50.12.48| 28.46.54. 


DC — — 


